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۱۳۹۱ 


باید شما (معلمان) اینها (دانش‌آموزان) را از آن طبیعت منحطی که انسان را به انحطاط 
می‌کشد. آن حب جاه و حب مال و حب منصب احتراز دهید. اینها را از آن جیزهایی که خار رام 
اشتبان هنت مانع ترقی انسان هستند احتراز بدهید... شما باید به اینها بفهمانید که زندگی 


ققود نف ند کی است: 


به نام خداوند لوح و قلم حقیقت‌نگار وجود و عدم 
خدایی که داننده‌ی رازهاست تشخ سر ان خااقانشت 


این کناب عظیم هستی برای هميشه در جلوی جشم‌های ما گشوده 
شده است و زبانی دارد, اما بدون دانست نآن» فهم حتّی یک واژه‌ی 
هستی غیر ممکن می‌نماید. آن زبان, ریاضی است! 

گالیله 


ریاضی تنها به عنوان یک موضوع درسی دارای اهداف محدود, مطرح نیست. بسیاری 
از محققان بر این‌باورند که ریاضی. جریان طبیعی تفکُر بشری و به قول گالیله. زبان فهمیدن هستی 
است. از همان زمانی که کودک با شعف الگوی ساده‌ای را در حین بازی تشخیص می‌دهد و بعد 
از مشاهده‌ی اشیاء در مورد جگونگی عملکرد آن‌ها حدس‌هایی می‌زند. در واقع به شیوه‌ای 
طبیعی به نخستین تجربه‌های خود از درک ریاضی دست می‌یابد. در ادامه‌ی کسب این تجریه‌ها, 
هندسه به عنوان ابزاری برای درک وتوصیف فضایی که در آن قرار گرفته‌ایم. شاید شهودی‌ترین؛ 
ملموس‌ترین و وأقعی‌ترین قسمت ریاضی باشد. و این تنها یک جلوه از هندسه است. بواقع؛ «به 
دلیل جنبه‌های چندگانه‌ی هندسه. ریاضیدان‌ها و آموزشگران ریاضی به اتفاق آراء شروح آموزش 
هندسه از سال‌های کودکی و ادامه‌ی آن را به شکلی متناسب. در تمام طول برنامه‌ی درسی ریاضی 
ضروری می‌دانند» (دورنمای هندسه برای قرن بیست و یکم. وک جیمرندی کلی 
می‌توان گفت : 

- هندسه علم شناخت دنیایی است که در آن زندگی می‌کنیم ؛ 


(الف) 


- هندسه روش نمایش مفاهیم و فرآیندهای شاخه‌ی مختلف ریاضی و علوم است ؛ 

- هندسه نقطه‌ی تلاقی بین ریاضی به عنوان یک علم مجرد و ریاضی به عنوان یک 
علم‌تجربی. شهودی است ؛ 

- هندسه مدل‌ساز پدیده‌های طبیعی است ؛ 

- هندسه تمئیلی برای یاددادن و یادگرفتن استدلال استنتاجی است ؛ 

- هندسه وسیله‌ای مور و مفید در ارائه کاربردهای بدیع و خلاق است. 

بنابراین با توجه به وسعت هندسه و توانایی‌هایی که می‌تواند در افراد ایجاد کند. یادگیری 
آن به‌عنوان یکی از قسمت‌های اصلی ریاضی اهمیت بسیاری پیدا کرده است. به گفته ژان دیو دونه 
(۰)۱۹۸۰ امروژه «هندسه با بیرون آمدن از حصار تنگ و ستتی خود؛ قدرت‌های پنهان و تنوع و 
قابلیت سازگاری و انعطاف‌پذیری خارق‌العاده خود را اشکار کرده است؛ و کم‌کم ب‌صورت یکی 
از پراستفاده‌ترین و جهانی‌ترین ابزارها در تمام قسمت‌های ریاضی درمی‌آید.» 

از ویژگی‌های دنیای کنونی و جامعه‌ی خودمان. رشد بی‌سابقه‌ی جمعیت و «افزایش سریع 


نداد دانش | موزآن خورهی آموتش متوسطه است؛ ذرشیخاه تکبه بر ووئن ستی ریس هندب 
یعنی تنها ب‌صورت انتزاعی به یک اقلیت انتخاب شده (بخشی از دانش‌آموزان ریاضی) در پاسخ 
به انتظارهای اکثریت دانش‌آموزان نسل‌های جدید. روز به روز مشکل‌تر و نامتناسب‌تر به نظر 
موه تام ها نش موزانیرای کم انز آمادگی لاس حوت ورودی عفر طااات: 
باید به قابلیت‌های خود در انجام ریاضی اعتماد پیدا کنند و توانایی حل مسأله و استدلال کردن را 
به‌دست آورند. برای رسیدن به جنین سطحی, آنان باید از طریق کتاب‌های درسی ریاضی, در معرض 
تجربه‌های متنوع و مرتبط یدگیری قرار گیرد تا با توسعه‌ی عادات ریاضی در خود. قادربه درک 
و قدردانی از نقش تعیین کننده‌ی ریاضی در مناسبت‌های انسانی باشند. همجنین برای‌ریاضی به 
دلیل کارایی» زیبایی و انسجام درونی آن؛ ارزش قائل شوند و با علاقه در یادگیری آن کوشش 
نمایند. اين اهداف, به شرطی تحقّق می‌یابند که دانش آموزان به کشف روابط ریاضی تشویق 
شوند. در طی این فرآیند. بایدبه آن‌ها فرصت داده شود تا اشتباه کرده و اشتباهات خود را تصحیح 
نمایند. حدسیه‌سازی کنند و آن‌ها را به آزمایش بگذارنده سپس به استدلال در زمینه‌ی اعتبار آن‌ها 
بپردازند تا در نهایت, به قابلیت‌های خویش در حل مسائل پیجیده اعتماد پیدا کنند. 

در همین راستا؛ توجه اساسی مولفان در تدوین کتاب هندسه؛ ایجاد فرصت‌های یادگیری 
برای تمام دانش‌آموزان به منظور تحقق مرحله‌ای هدف‌های ذکرشده بوده است. به اعتقاد ماء بید 
این توانایی‌ها پرورش یابند و جزء زندگی عادی دانش‌آموزان قرار گیرند تا آن‌ها بتوانند با کشف» 
حدسیه‌سازی, استدلال منطقی و استفاده از روش‌های گوناگون, به حل مسائل از قبل پیش‌پینی نشده 
و غیربدیهی اما واقعی خود بپردازند. در حقیقت, «در تدریس [ریاضی]» نه تنها قابل قبول بلکه 

(ب) 


مطلقا ضروری است که در شروع؛ کمتر انتزاعی بوده و مرتب به کاربردها بپردازیم. و فقط زمانی 
به‌طور تدریجی به پالایش ایده‌ها و تجرید برسیم که دان لاوز پراش درک نها ان فده نا نها : 
ما نیز در تألیف این کتاب تلاش کردهایم از شهود شروع کرده و به تدریج به سمت تجرید برویم. 
همحنین. سعی بر این بوده است تا جایی که برنامه‌ی این درس اجازه می‌دهد. فرصت‌های مناسبی 
برای دانشس‌آموزان ایجاد کنیم تا آن‌ها به الگوسازی از پدیده‌هایی که روزانه با آن‌ها روبرو می‌شوند, 
بپردازند ؛ جرا که بواقع» توانایی ما در تشخیص, تفسیر و خلق الگوهاء کلید فهمیدن دنیای 
اطرافمان است. به همین دلیل, در تمام کتاب, هدف این بوده است که مستقیم و غیرمستقيم ؛ به 
دانش‌آموزان بگوییم» «انجام دهید ؛ بسازید ؛ توجه کنید ؛ منظم کنید ؛ و فقط آن موقع است که به 
استدلال [دقیق ] می‌پردازید». (ویلیام سایر. ۱۹۵۹) 

همجنین, یکی دیگر از راهنماهای ما در تألیف اين کتاب, پیانی‌ی امضا شده توسط هفتادو 
پنج تن از مشهورترین ریاضیدان‌های دنی در سال نود انبت گر ان تا کید شده : «معرفی 
مفاهیم جدید بدون داشتن زمینه‌ی قبلی کافی در خصوص حقبقت‌های ملموس معرفی مفاهیم 
مجرد در زمانی که هنوز تجربه‌ای از تجرید وجود ندارد. یا عجله در معرفی مفاهیم بدون کاربردهای 
تلنوسی کش تون تاش اواج را تحرک فکری و فعلیتوادارن. در واقع صورت‌گرنی 
ناپخته و بی‌استفاده‌ای است که ممکن است به عقیم کردن یادگیری ریاضی منتهی شود. معرفی 
خام و زودرس انتزاع, به خصوص با مقاومت ذهن‌های ناد و کنجکاو روبرو می‌شود. ذهن‌هایی 
که قبل از پذیرش انتزاع, آرزو دارند بدانند که این تجرید بر جه اساسی منطبق است و جگونه 
می‌تواند مورد استفاده قرار گیرد.» به همین دلیل و به خاطر احتراز از تجرید زودرس و ایجاد 
علاقه و انگیزه در تمام داثش‌آموزان؛ در مواقع مناسب. از آوردن بعضی استدلال‌های دقیق 
زیاشی استنای کنیا درک بات ابا این غالوم ور تکرش کان شا با فرش 
تا انش آموز با مفاهیم ارا4 فده ور کناب‌های درزدی راشای تعسیلی» مطالب میور 
جهت یادآوری و توسعه‌ی مطالب بعدی مورد استفاده قرار گرفته و در فصل اوّل از اثبات مجدد 
قضایا خودداری شده است. 

از همکاران عزیز استدعا داریم که امکان انجام فعالیت‌ها در کلاس در قالب گروه‌های 
کوحک را فراهم آورند تا روج مشارکت و همکاری در آن‌ها تقویت شود. ممکن است در ابتدای 
کار, این روند. به دلیل کم رنگ بودن زمینه‌ی مشارکت در کلاس‌های درس, از نظر زمانی 
وقت‌گیر باشد. اما تحقیقات متعدد نشان می‌دهند که با در پیش‌گرفتن این روند» در زمانی نه جندان 
طولانی» روحیه‌ی کار گروهی در کلاس ایجاد شده و پس از آخ؛ زمان به ظاهر از دست رفته ر ۱ 
می‌توأن به‌سرعت جبران کرد. به علاوه. با انجام جنین فعالیت‌هایی, داد نش‌آموزان به اندازه‌ی کافی 


(ج( 


برای انجام مسائل پایان هر بخش توانمند شده و حل آن‌ها وقت کمتری را به خود اختصاص 
خواهد داد. همجنین ذکر این نکته ضروری است که ارزشیابی می‌باید به‌طور مستمر صورت گرفته 
و بررسی چگونگی انجام فعالیت‌ها در قالب کار گروهی. بخشی از ارزشیابی را تشکیل دهد. در 
ضمن, در امتحانات و ارزیبی‌های کلاسی, تکیه بر سنجش توانایی‌های حل مسأله و به‌کارگیری 
ارات ای بش باه 

فوان بولنان یی کرهش داد سرگاز ها ده داووای فدا ان 
فرحناز یوسفی, آقای مرتضی حسنی نسب و تمامی دیگر کسانی که با دلسوزی و وسواس؛ 
پیش‌نویس‌های کتاب را مورد تجزیه و تحلیل و نقادی قرار داده و با نظرات سازنده‌ی خود ما را 
در تصحیح و ویرایش کتاب یاری داده‌اند تشکُر کنند. همحنین. شایسته است از اعضای محترم 
شورای ریاضی دفتر برنامه‌ریزی و تألیف کتب درسی جهت نقد. بررسی و تصویب ریزمواد و 
اراتتی نظرات ارزنده‌در تالیف کناب قدروان شنود: 


موّلفان 


۳ ۳ ۹ تا ۳ ۱ ی ت۳۹ 2 1 
لیا نکترتم ,ما میت ط رازن .وا اخورالن عم واگ اجان اسر رانا یوراد ارومطا ۰ 


۳۹ ۱ ی ۱۳۹ ۰ بط رّ ّ ۱ 1 1 ۱ 
برتاب ۳ 0 ددمده - ردو موه اعام لفط 


تناها 6گزلها رسای را سس 
0 


۰ ۰ ۳ گ 
رش پا سس ترا اف 
۰ چا 


تا لآ 


ام تم 
5 تور 


اس۱- کشف اطلاعات از طریق مشاهده 

تاکنون با بسیاری از مفاهیم هندسی از طریق مشاهده آشنا شده‌اید. گردی توپ‌هاء جرخ‌ها و 
سکه‌ها را دیده| ید . کتاب‌های مستطیل شکل را خوانده‌اید. از قیف‌های مخروطی شکل پستنی 
خورده‌اید و احتمالا شکل‌های زیبای دانه‌های برف و مارپیج ظریف چندضاعی گونه‌ی تارعنکبوت و 
کندوی زنبور عسل شما را به شگفتی واداشته‌اند! این گونه مشاهدات» فرصت‌های مناسبی برای درک 


۱ 


مفاهیم هندسی از قبیل شکل و اندازه را ب‌وجود می‌آورند. با این حال, مشاهدات ما صددرصد قابل 
اطمینان نیستند و گاهی ما را به تنایج نادرست هدایت می‌کنند. 
مثال ۱: در شکل ۰۱ قطر بشقاب بیشتر است یا بلندی لیوان؟ 


ع حطلتلی 


فان ۲۷۲ ابا ٩‏ و ۳ خط‌های دانبت شنخد؟ 


5 


شکل ۲ ۷ 
مثال ۲: آیا خط‌های ۲0 , « و ه موازی هستند؟ 
رمسرص ور 
و 
شکل ۲ رم 


مثال ۴: ذش بلوک در شکل وجود دارد یا هفت بلوک؟ 


شکل ۲ 


۲ کشف اطلاعات از طریق تجربه 
سارا هنگام نگاه کردن به خط‌های متقاطع شکل (۵)؛ 


۸ 
به‌نظرش رسید که زاویه‌ی 4 با زاویه‌ی ت برابر است. برای ۲ 
اطمینان. با استفاده از یک نقاله آن دو ژاویه را انداژه‌گیری 5 
کرو قویافت که فریک از آوها قریا ۳ هت ان کار ِ ِ 


در فکر فرورفت که آیا زاوی‌های متقابل به رأس هميشه مساوی شکل ۵ 


ِِ 


هستند؟ او جند جفت خطوط متقاطم مانند شکل‌های صفحه‌ی بعد رسم کرد و مجدداً یک جفت از 
زاویه‌های متقابل به رآس هریک از آن‌ها را اندازه‌گیری کرد. سپس نتایج را یادداشت نمود. 


سکل ۶ 
او بعد از این که اين آزمایش را جندین بار تکرار کرد. با توجه به نتایج به‌دست آمده پیش‌بینی 
کرد که وقتی دو خط یکدیگر را قطع کنند. احتمالا زاویه‌های متقابل به راس پدید امده همیشه مساوی 
یکدیگر خواهند بود. او به عنوان یک دانشآموز خوش‌فکر, کلمه‌ی «احتمالا» را به کار برد زیرا 
می‌دانست در هر اندازه‌گیری به دلایل مختلف از جمله لرزش دست و نوع ابزاره خطا وجود دارد. 
در نتیجه با اندازه‌گیری‌های دقیق‌تره ممکن است زاویه‌ها یک مقدار جزیی با یکدیگر تفاوت داشته 
باشند. همچنین می‌دانست که اگر زاویه‌های متقابل به راسی پیدا شوند که مساوی یکدیگر نباشند. 
پیش‌بینی آو رد خواهد شد (حرا؟). 
به هر حال سارا آن‌قدر هوشیار بود که به نتابجی که هنوز تضمینی برای درستی آن‌ها وجوو 
تلا فاد تکتی اما اجشایی کرد که تریها تیا ارژتن است: نا عمکن اس ند کشت کت 
فعالیت ۱-۱ به شما این فرصت را می‌دهد تا فرآیند تجربه‌ی.سارا؛ یعنی جمعآوری اطلاعات 
از طریق مشاهده و اندازه‌گیری را در موارد مختلف تکرار کنید. 


فعالیت ۱-۱ ۲ 0 
۱ الف) اندازه‌ی زاویه‌های ۵68 0۵ 2۵ 3 ۳ 


۸ ۳ 
و 120۸ را برحسب درجه به‌دست اورید. مجموع همه‌ی زاویه‌های 


بالا که دورتا دور 0 هستند, حند درجه است؟ 


ب) نقطه‌ی دیگری مانند 0 در صفحه درنظر بگیرید و زاویه‌های 9070۰۸015 6015 
و 50۳۸ را با اندازه‌ای دلخواه به رأس "0 رسم کنید. سپس زاویه‌ها را اندازه گرفته و نتایج را باهم 

پ) از فسمت‌های (الف) و (ب) جه نتیجه‌ای را می‌توانید پیش‌بینی کنید؟ 

۲. چند مثلث رسم کنید. ی زاویه‌های هریک از مثلت‌ها را بیایید. حدس شما در مورد 
مجموع زاویه‌های هر مثلث دیگری غیر از این مثلث‌ها جیست؟ 

۳. الف) با استفاده از نقاله مثلثی رسم کنید که دو زاویه 
"۵ داشته بانند. طول ضلع‌های آن را اندازه بگیرید و نتیجه را 
بافق ان کار 

ب) مثلث دیگری رسم کنید که دو زاویه ۴۰ داشته باشد. 
ضعع‌های آن را اندازه بگیرید و بازهم نتیجه را یادداشت کنید. 

پ) جند مثلث دیگر رسم کنید که هریک از آن‌ها دو زاویه‌ی 
مساو ی داشته باشند, ضلع های آن‌ها زا تیا انذازهبگیریت.با توجة 
به نتایجی که به‌دست آوردید. آیا می‌توانید یک نتیجه گیری کلی را 
پیش‌بینی کنید؟ شکل۸ ۲ 

۴ روی یک صفحه‌ی کاغذ. سه نقطه‌ی غیرواقع در یک 
امتداد قرار دهید و آن‌ها را به ترتیب 9۰۸۸ و ) بنامید. 130۰۸ و ۸6 را رسم کنید. طول سه 


۸ 


پار‌خط را اندازه گرفته. مجموع دو ضلع کوتاهتر را بهدست آورید. آيا این مجموع بیشتر از طول 
پاره‌خط رک اسخا اش اتفاشن ا شا نقطه‌های دیگری تکرار کنید و هربار نتایج سک ) سرا 
بادداشت کنید. اگر برای هزار مثلث به‌تتیجه مشابه برسید آیا می‌توانید با اطمینان بگویید که این 


تتیتعه کیر ی کلم براقخ قبفق ستلت‌ها دزست است؟ 
اف اقفر ریت کف ۳ 
باسوژن بر کار خود را در تقطه‌ی ۸ فرار دهیتین 
۱ 
کمانی به شعاع بیشر از نز تصف طول 2۹ حنان که در شیک ۹ 5 ۳ ۸ 
شا داده شده رسم 0 ۰ ٍ 
/ ۱ 
۸ 
( ۶ 
۲ کل ٩‏ جد مت 


8 


پ) به مرکز 5 و به همان شعاع کمان دیگری رسم کنید که کمان اول را در نقاط 0 و 1 قطع 


ت) با استفاده از خط کش خط «1) را رسم کنید و محل برخورد «آ) و ۸ را بنامید. 

ث) طول‌های ت۸۵ و 1317 را با خط کش انداژه بگیرید و نتیجه را یادداشت کنید. 

ج) زاویه‌های ۸۳6 و 6ظ را با نقاله اندازه بگیریك و تتبهة:را باذداشت کنین, 

چ‌( پاره خط‌های دیگری رسم کنید و مراحل (ب) تا (ج را در مورد آن‌ها انجام دهید. سپس 
نتایج بهدست آمده در هر مورد راپا نتیجه‌ی قبلی مقایسه کنید. آیا نتایج به‌دست آمده دارای الگوی 

۶ زاویه‌ی ۸05 را مانند شکل ۰ رسم کنید. 
به مرکز 0 کمانی رسم کنید تا 0 را در و 0۸ را در 
) قطع کند. به مراکز ) و «1 کمان‌هایی با شعاع‌های 
مساوی رسم کنید تا یکدیگر را در 7 قطع کنند. 0۳ را 


رسم کنید. چه مطلبی در مورد ۸۵5 و 13013 درست 
به‌نظر می‌رسد؟ نتیجه خود را با اندازه‌گیری زاویه‌ها 
به‌وسیله‌ی نقاله امتحان کنید. این تجربه را با زاویه‌هایی شکل ۱۰ 
با اندازه‌های مختلف تکرار کنید. 

1 متلث متساوی‌الاضلاع ۸ را رسم کنید. نقطه‌ی 
دلخواه 0 را درون مثلث اختیار کنید. سپس فاصله‌ی نقطه‌ی 
0را تاسه ضاع مثلت به‌دست آورده, مجموع این فاصله‌ها را 
محاسبه کنید. سه نقطه‌ی دیگر درون مثلث انتخاب کنید و 
مجموع فاصله‌های آن‌ها را نیز تا سه ضلع مثلث حساب کنید. 
آیا الگوی منظمی در نتایج به‌دست آمده دیده می‌شود؟ راجع بو 8 
آن فکر کنید. شکل ۱۱ 

مق 6 ترا ان زیم کیید کددر آن ۸ کرمگ 


از 8 باد. اضلاع 36 و ۵6 را اندازه بگیرید. کدام یک بزرگتر است؟ مثلث دیگری رسم کنید که 


] ۵ 


که در آن‌ها ۸ بزرگتر از 8 و یا برعکس: 8 بزرگتر از 

۸ بائند. چه رابطه‌ای بین ضلع‌ها و زاویه‌های مثلث 

پیش‌بینی می کنید؟ 8 ۸ 
ات ای یامیس حالتهاش انخ شکل ۱۲ 

چند نتیجه کلی را پیش‌بینی کردیم. جنین‌استدلالی 

استدلال استقرایی خوانده می‌شود. باید توجه داشته بائیم که این استدلال نتایجی را که از طریق 

آن به‌دست می‌ایند. اثبات نمی‌کند. 


فعالیت ۲-۱ 


۳ به کمک خط کش و پرگار عمودمنصف ضاع‌های مثلث‌های زیر را رسم کنید (اين رسم‌ها 
را در کتاب انجام دهید). 


۸۵ 


شکل ۱۳ 


۲. درهریک از موارد فوق مشخص کنید نقطه‌ی برخورد عمودمنصف‌ها نسبت به مثلث‌ها جه 
وضعی دارند؟ 

۳ مثلث دلخواه دیگری رسم کنید و بندهای ۱ و ۲ را در مورد آن تحقیق نمایید. 

۴ با توجه به تجرببات فوق, به‌نظر شما محل برخورد عمودمنصف‌های ضلع‌های یک مثلث 
نسبت به ان جه وضعی دارد؟ 

۵ مثلث ۸80 را جنان رسم کنید که ۰۸3-۶6۵۳ ۳۵۲ < 30 و ۴۵۲ < ۸ . سپس 
بندهای ۱ و ۲ را در مورد آن تکرار کنید. ایا نتیجه‌ی به‌دست امده از اين بند. نظر شما در بند ۴ را 
ند می‌کند؟ 


همان‌طور که در فعالیت‌های قبل مشاهده کردید, بیجن به‌فسک امه از پرزسی خنه وود 

مثال ۵: سارا با جمعآوری اطلاعات از طریق مشاهدات و اندازه‌گیری‌های خود؛ یعنی به کیک 
تال اسر امش کی وا هر ی اه با ی تمس ترا تست یراق 
نشان دادن درستی پیش‌بینی خود هردو خط متقاطم ممکن را رسم کند و در نتیجه نمی‌توانست با 
اطفیتان بگوید. که مت بت او کو هقی اوق یج ثر درس استه پس رش کرو استاد. نا 
جناشی گهاوزستی نها را دی نویه بان دهد که یی او شبوارهفرست است, بفتی راویدهای 
متقابل به راس در هر دو خط متقاطع باهم برابرند. 

استدلال سارا: شکل ۱۴ دو خط متقاطع دلخواه را ۳ 
نشان می‌دهد . 


حون ۸203 یک زاویه‌ی نیم صفحه اتنتا: 


۱ 53 


حون 9 یک زاویه‌ی نیم صفحه انتتت 


۷ + 2۰۲ 5 

از مقایسه تساوی‌های (۱) و (۲) داریم 
۳( 7 + 7 7+ عر 
در نتیحه : 3 


نابراین ۵8 ۸۵6 . به طریق مشابه, ۸۵ - 0665 . 


استدلال استنتاجی روش نتیجه‌گیری کلی بر 
ینای حقایفی است که درستی آن‌ها را پدیرفته‌ایم . 


. 


قضیه‌ی ۱: زاویه‌های متقایل به را 
یا با را و ۳ ۰ 
متقاطع با یک‌دیگر مساویند. 


مثال ۶: جهارضلعی ۸90 یک مربع و ۸377 یک ِ 
مثلث متساوی‌الاضلاع است (شکل ۱۵). نشان دهید که 
مثلث 19018 متساوی‌الساقین است. 

حل : جون چهارضلعی ۸101 ۰ مربع است 


)۱ 9 - ۸۵۲ 8 
چون مثلث ۸1۲ متساوی‌الاضلاع است شکل ۱۵ 
)۲ ۳ - ۸۵۲ 


از مقایسه (۱) و (۲) نتیجه می‌شود 
طظ< ظ) 
نابرایی. مثلت 3618 متساوی‌الساقین است. 
منال ۷: داخل اتاقی دو در وجود دارد که هردوی 
آن‌ها به یک اندازه باز شده‌اند (شکل ۰۱۶ یعنی ۰۱-۳ 
می‌خواهیم با استفاده از استدلال استنتاجی نشان دهیم که 
۲ ح 


۸ ۸ ۳۳ 
حل: حون ۱ و ۲ مکمل یکدیگر هستند 2 


۱+ ۲ 2۰۲ (۱ 


شکل ۱۶ 


۸۹ ۸۹ 
۳+ ۴-۴ 
۸۹ 


۴-۱۸۰۳ 9 


قضیه‌ی ۲: دو زاویه‌ی مکمل 0 


اگر دو زاویه مساوی باشند. مکمل‌های 


یکی از حقایقی که در ریاضیات دوره‌ی راهنمایی با آن آشنا شدیم. به‌صورت زیر است : 


اگر خطی بر یکی از دو خط موازی عمود باند. بر دیگری هم عمود است. 


به عنوان مثال, اگر دو خط بآ و ب1 باهم موازی باشند و خط بآ بر با عمود باشد. بر بآ هم 
عمود خواهد بود. در این حالت ۸ زاویه‌ی قائمه پدید می‌اید که همه‌با هم برابرند. 

این یکی از حقایقی است که درستی آن را پذیرفته‌ايم» اما اگر خطی دو خط موازی را طوری 
قطع کند که بر آن‌ها وه ناویا وهای تین امد حگونه‌اند؟ 

در شکل روبه‌رو دو خط بآ و بآ باهم موازی‌اند 
و خط ب1 این دو خط را در نقطه‌های ۸ و 13 قطع کرده 
است. در سال‌های قبل با استفاده از همنهشتی مثلث‌های 
قانم‌الزاویه و حقیقی که در بالا بدون اثبات پدیرفته‌ایم. 
ابت کردیم که 219 ۸ است. 


قضیه‌ی ۳: خطوط موازی 

اگر خط رآ دو خط بر و ب,[ را قطع کند و زاویه‌های ۸ و 3 را بط آزرد 
(شکل ۱۷): 

اف اک وه ینت اوگاه - ۸ است 


۱ ی 


تمرین. اگر خطی یکی از دو خط موازی را قطع کند. ایا دیگری را هم قطع خواهد کرد؟ چرا؟ 
مثال ۸: با توجه به قضیه فوق, نشان دهید که مجموع اندازه‌های دو زاویه‌ی ۸۵۲ و 017۳ 


یعنی * و 7 برابر ۱۸۰ است. 


حل: جون ([۳) نیم‌صفحه است» پس 


2۰۲۳ + ۷ 
هم‌جنین بنابر قضیه خطوط موازی: 
7 
بنابراین : 
22۴۳ + ۷ 


مثال :٩‏ با استفاده از قضیه‌ی خطوط موازی, نشان . ظ 
دهید که مجموع زاویه‌های داخلی هر مثلث ۱۸۰ است. 

حل: مثلث دلخواه ۸136 را درنظر می‌گيريم (سکل 
۸ از ۸ خطی به موازات 80 رسم می‌کنیم و آن را 9 » 


شکل ۱۸ 


8۸0 -6 ("۳ 
8 (۳ 


۸۹ ۸ ۸۹ 
[۸ + ۳۸ + ۳۸۵ 2۰۴ 


۳ ِ 


۸۹ ۸۹ ۸۹ 
[۲ +۳۸ +02۴ 


قضیه‌ی ۴: مجموع زاویه‌های داخلی منلث 
در هر مثلث مجموع زاویه‌های داخلی. ۱۸۰۰ است. 


در این جاء با استفاده از قضیه‌ی خطوط موازی. نشان دادیم که مت کل زاویه‌های داخلی هر 
مثلث» صرف‌نظر از نوع آن "۱۸۰ است. حنان که در بند ۰۲ فعالیت ۰۱-۱ اندازه‌ی زاویه‌های داخلی 
مثلث‌های متعددی را به‌دست آوردیم و با توجه به یکسان بودن نتایج به‌دست آمده, این نتیجه گیری کلی 
را پیش‌بینی کردیم. 

مثال ۱۰: در شکل ۰۱٩‏ ۸86-۵ - ط۸ . ۱ 


با استفاده از قضیه فوق نشان دهید که, ۸69 - ۸12 . 6 
۱ ۸ 


۱ 

شکل ۱۹ 
حل: در مثلث ]۸۵ 
)۱ ۰۳ << عم +ود۸ 
در مثلث ۸0 
(۲) رک ومد بود۸ 
از مقایسه‌ی (۱) و (۲) نتیجه می‌گيريم که 

۱ ( 


. 


۰ ۳ 


طوری رسم کرده‌ايم که 08۲ - ۸8 . حرا 


- ۸1310 ؟ 
9 9 
۲ 5 یک مربع و ۳3 یک مثلت 
متساوی‌الاضلاع اشتا شا شب فلت ۰.۳0 ۴۰ 
5 1۴ 
۹ 
۳ یک مریع و مثلث‌های 12616 و ,16۷1 2 
1 
هر دو متساوی‌الاضلاع هك« شان دشد.فتلت. ۱۸۰۲ 
۷ بآ 


۴ با توجه به تصویر ماشین ۳۵ - 11 . جرا 
2-۸ 18008 ؟ دلیل خود را پنویسید. (دوطرف ماشین 
را دو خط فرض کنید.) 

۵ مجموع دو زاویه ٩۰‏ است. مجموع مکمل‌های 
آن‌ها حنددرجه است؟ 

۶ دو زاویه مکمل یکدیگرند. در حالت‌های زیر, 
اندازه‌ی هریک را مشخص کنید. 

الف) دو زاویه مساوی باشند. 


۱ 


ب) یک زاویه دو برابر دیگری باشد. 
پ) یک زاویه 0 برابر دیگری باشد . 


۸ در ساختمان بریسکوپ یک جفت آینه‌ی موازی وجود 
دارد. به این ترتیب شعاع‌های نور که در بالا وارد پریسکوپ 
می‌شوند. موازی شعاع‌های نوری هستند که در پايین از پریسکوپ 
خارج می‌شوند. زاویه‌های مساوی در شکل را نام ببرید. 


٩‏ در هریک از شکل‌های زیر مقادیر ۶ و ۷ را بیدا کنید: 


۰ شان دهید که در مثلث دلخواه ۰۵۳ 


زاویه‌ی خارجی ِ مه ۸ ۸ 
+۵ < بخ 


0 
7 ۵ 


(زاویه‌ای که از امتداد دادن یک ضلع تشکیل می‌شود زاویه‌ی خارجی نامیده می‌شود.) 


۱ با توجه به تساوی زاویه‌های مشخص شده در شکل زیر علت تساوی دعقم 


را توضیح دهید. ئ 
۸ 
یف سس ِ 
1۳ 
و هه شک ال فریتی را طی وی را جس 
نان دهید . اً 
وهی 
1 
۳ 


۳ در شکل مقابل, ثابت کنید : "8-4۰ 


رز مجموع زاویه‌های خارجی مثلث روبه‌رو را 
بیابید. آیا این یافته در مورد مجموع زاویه‌های خارجی 
هر مثلث درست است؟ جواب خود را با ذکر دلیل 


۱۳0 


اساس استدلال در هندسه 
تعریف مربع را درنظر بگیرید. «مریع مستطیلی است که ضلع‌های آن با یکدیگر برایرند». 
لازمه‌ی فهمیدن اين تعریف. دانستن معنای دقیق واژه‌های «مستطیل» و «ضلع» است. به این 
ترتیب برای تعریف مربع به تعریف‌های دیگری نیازمنديم. به عنوان مثال. 


زاویه‌ی مساوی ۳ 


متوازی‌الاضلاع جهارضلعیی 
است که ضاع‌های مقابل آن موازی 6 ۲ ۲ 


یکدیگرند. 


فرض کنید شکل را به عنوان مجموعه‌ی نقاط تعریف کنیم. جون هر تعریف شامل واژه‌هایی 
است که معنی آن‌ها باید دقیقاً روشن باشد. در نتیجه این سوّال پیش می‌آید که تعریف مجموعه و نقطه 


حیست؟ با ادامه‌ی این فریند به پن‌بست می‌رسیم! زیرا این عمل را نمی‌توان به‌طور نامحدود ادامه 
داد. علت این مطتوذیت ان اش کهتن وا نها قابل تعریف نیستند. در نتیجه» برای رهایی از این 


بن‌بست ؛ واژه‌ها و مفاهیمی حون شکل. مجموعه. نقطه و خط را با توجه به این که تعریف صریحی 


نقطه خط شکل 
۵ [ 


همجنین در مثال‌های قبل, درستی بعضی از ویزگی های هندسی را به‌وسیله‌ی استدلال استنتاجی 
نشان دادیم. در آن مل‌ها استنتاج‌های ما براساس حقایقی بود که درستی آن‌ها را پدیرفته بودیم. این 
حقایق یا عبارت‌های درست. اصول" نامیده می‌وند. به عنوان مثال؛ 


از دو نقطه‌ی متمایز فقط یک خط می‌گذرد. 
1۳ 
۳ 
۳ 


رسم 2 »> 
وفتی در هندسه استدلال استنتاجی به کار می‌بریم؛ می‌توانیم از تعریف‌ها» اصول. واژه‌های 
تعریف نشده و قضیه‌ها برای رسیدن به نتیجه استفاده کنیم. 


مثلث متساوی الاضلاع 


زاویه‌های متقابل به رأس 


که 


۱ ۲-۸۵0 


تمرین: با دقت بیشتری به نمودار صفحه‌ی قبل نگاه کنید و با توجه به مطالب مطرح شده. 
استدلال استنتاجی را توضیح دهید. 


۴ - نلت‌های ه نهز ی 
مثلث‌های ۸130 و 26۷2 دارای ضلع‌های متناظر مساوی هستند (شسکل ۲۶). در نتیجه محیط 
آن‌ها باهم برابر است. همچنین زاویه‌ها نظیر به نظیر و مساحت‌های آن‌ها نیز باهم برابر هستند. 


۷۲ ,1 
۴ ۳ 
4 ۸ 
۵ ۵ 
۶ ۶ 
0 
شکل ۲۰ 

در واقع هریک از آن‌ها را می‌توانیم کاملا روی دیگری قرار دهیم. به‌طوری که دقیقاً برهم 
منطبق شوند و یکدیگر را بپوشانند. این ویژگی انطباق کامل شکل‌هاء همنهشتی نامیده می‌شود. برای 


آنکه نشان دهیم دو مثلث ۸130 و 2۲۷7 همنهشت هستند. می‌نویسیم : ,26۷7 2 ۸130 و منظور آن 


است که این دو مثاث با انطباق راس ۸ روی زاس 2 ؛ زاس 3 روی زاس ۲ و زاس ) روی زاس 
فرض کنید دو مثلث ۸۳ و 2۷2 همنهشت باشند (شکل ۲۱). 


[ 
0 
۱4 
۹ 
۸ 
7 
شکن ۲۱ 


معهصمته امعنعجمن -۱ 


و زو فرار کرقه خر عتا: 


۸۹ ۸ 
۸-۶ ۸۵-۲ 
۱ 
۱ "_ِ[ 


< )۸ کِ 
برای نشان دادن همنهشت بودن دو مثلث: هنانظرن که قیاا دیدید کافی است شاه 
یکی از سه حالت زير برقرار است. 


هرگاه دو ضلع و زاویه بين آن‌ها از یک منلث. ۰ ۲ ِ 
با دو ضاع و زاویه‌ی بین آن‌ها از مثلث دیگر مساوی 
اس آن کاه در منلت ظ 2 همنهست هستند . 
7 7 
مثال ۱۱: در شکل ۳۰۲۲ وسط ۸ و «1ظ است. جرا 1 - ۸1 ؟ (جواب خود را با ذکر 
دلیل بنویسید.) 
0 0 
1۳ 
1 ۸ 
شکل ۲۲ 


حل: بنا به قضیه‌ی زاویه‌های متقابل به راس, زاویه‌های 01 و ۸193 باهم براپرند. در 


مثلت‌های ۸8۳۴ و ط) 
- ۸۳۲ 


۹-۱۰۳۹ 
۳۴ > ۴ 
بنابراین بنایه حالت (ض‌زض). 010۳ < ۸۲۲ . 
حون مثلث‌ها همنهشت هستند. در نتيجه «() < ۸۲۶ . 


حالت (زضز) 
هرگاه دو زاوبه و ضاع بین آن‌ها از یک متلت . عم ۰ ۱ 


با دو زاویه و ضلع بین آن‌ها از مثلث دیگر مساوی 


باس زا دو مثلث من همنهشت هستند . ِ 
2 


مستال ۱۱: ذرشسکل ۰۲۲ ۲ 13 1 
۳ 08۸ ر 008-08 . نشان دهید ً 
0 
0 
کل ۲۳ ۳ 9 
حل: بنابه قضیه‌ی زاویه‌ی مکمل و عون 
و عون 
1 < 0ظ 
رو - وه 


. 


. 30۵6-۵9 


سس ا ۳ 
0 1 


ار 
دک سار ی باست ان که دو مثلث همنهشت هستند. 
۳ 


مثال ۱۳: در شکل ۰۲۴ 80 < ۸۳۶ و 10 < ۸۲ . نشان دهید هِِ" 


۸ 
1۳ 1 
0 
شکل ۲۴ 
حل: در دو مثلث ۰9 و 90۵ داریم 

60 < ۸۳۴ 
2-0 ]۸ 
دا - راظ 


حون مثلث‌های «091) و (۸5 همنهشت هستند. بنابراین اجزای نظیر آن‌ها قابل انطباق برهم 


۸۹ ۸۹ 


خواهند بود یعنی ) < ۸ . 


سه حالت همنهد همهسه دو مثلث از حقایق پدیرفته شده هستند, با این حال می‌توان دو حالت 


(زضز) و (ض‌ض‌ض) را از حالت اول نتیجه گرفت. 


ّ‌ 


فعالیت ۳-۱ 


۸ ۸ 


8-8 و 3-6 اما با مثلث )۸8 (شکل ۲۵) همنهشت 
تاق 


ب) جند مثلث دیگر با شرایط مثلث 10۳ می‌توانید 
رت کی را 

پ) از دو بند فوق جه نتیجه‌ای می‌گیرید؟ 
۸8 - 8 : 86 3۳ و ۳-6 امابامئلت ۸86 
(سکل ۲۶) همنهشت نباشد. 

ب) آیا تنها مثلثی که می‌توانید با نسرایط فوق رسم 
کنید. همان "ت10 است؟ جرا؟ 


پ) از دو بند فوق جه نتیجه‌ای می‌گیرید؟ 

۳ الف) آیا می‌توانید مثلث 101517 را جنان رسم کنید 
که ۸ 2-8 و ۳۳-86 , اما با مثلث ۸90 
(شکل ۲۷) همنهشت نباشد؟ جواب خود را با ذکر دلیل 
توضیح دهید . 


ب) از بند فوق جه نتیجه‌ای می‌گیرید؟ 


۵-۱- مثلث متساوی‌الساقین 


شکل ۲۷ 


در هر مثلث متساوی‌السافین دو ضاع برابر وجود دارد که ساق نامیده می‌شوند. به همین دلیل 


(۸0 < ظض) ۰ در بخش قبل از طریق استد ال استفرایی مشاهده کردید که اگر در مثلثی دو زاویه‌ی 


. ۵ 


برآیر زود داله باشند ان سلت,نساری اسانین اس اکترن‌ شان ۸ 
مساوی با یکدیگر پرابرند (< 3): درستی این تتیجه گیری کلی 


در «] قطع کند (۸1 نیمساز زاویه‌ی ۸ است). در مثلث‌های ۸۵۳1 سکل۸ 
و ۸6 . 
0 2 ۸ 
طش - 9۸0 
دلذ - دآخ 


18-6 
پا توجه به این که درستی مطلب را برای یک مثلث متساوی‌السافین دلخواه نشان دادیم. 
بنابراین هی با قرییت: اه برای تمام مثلث‌های متساوی‌السافین درست است. 


ی ما ای ابا 
در هر مثلث متساویالسافین زاویه‌های روبه‌رو 
به اضلاع مساوی. با یکدیگر مساویند. 


مثال ۱۴: در شکل ۲٩‏ مقادیر ۶ و 7 را پیدا کنید. 
حل: حون ۹9 بک زاویه‌ی نیم‌صفحه است 
مارا کش و 


۰ بش 
۰ < ۳[ 


با توجه به قضیه‌ی مثلث متساوی‌الساقین, زاویه‌های 19186 و 9613 باید باهم برابر باشند. 
پس : ۷2۷۰ 
جون مجموع زاویه‌های داخلی هر مثلث ۱۸۰۳ است. در نتیجه 

2-۴ ۷۰+ ۰ ۷ + بر 


مثال ۱۵: در شکل ۰۳۰ ۸0 2 ۸ . توضیح دهید که جرا ۸۳ - ۸7 . 
۸ 


شکل ۲۰ 
9 بد مب 1 

حل: بنابه قضیه‌ی مثلث متساوی‌الساقین. دعقم 

و بنا به قضیه‌ی دو زاویه‌ی مکمل. دصقم 


مسائل 
۱ ابتدا دلیل همنهشت بودن مثلث‌ها را بگویید. سپس تساوی ضلع‌ها و زاویه‌های متناظر را 


بنویسید . ۱ 
: ۲ , ۱ 
8 6 
سس ۸ تس ر/ #۹« 
1( ۳ 
6 ۳۹ 
(الف) ۱ (ب) 


ب 


۲. مثاث‌های همنهشت را مشخص کنید وحالت همنهشتی آن‌ها را بیان نمایید. 


ج اج ۸ ۸۰۲7 


با 


۳ با توجه به شکل‌های زیر تساوی کدام‌یک از اجزا. همنهشتی مثلت‌ها را در (الف) و (ب) 


نتیجه می‌دهد؟ 
۳ ِ ۰ ۳ ۹ ِ 
1 
1 
۲ ۷ 5 
(لف) (ب) 
۴ نقطه‌ی ۷ وسط قطعات متقاطع است. 
۳ 1 
حرا ۱58 ۲۱/۳0۵ 
11 
5 0 


را بنویسید. 


ک ۳0 وسط ۲ظ بافند قایق ِ ِ 
5 


۵ 
۵. دلیل متساوی‌السافین بودن مثلث ۳8 > 


۷ در حهارضلعی ۳۵5 140 < ۳0۵ و 
۳٩ 2 5‏ . اگر ۲ نقطه‌ی دلخواهی روی قطر 05) 
باشد» ثابت کنید 1۲ < ۳۲ . 


5 
1 
2 ۱ 


. ۲0 < 1 در شکل روبه‌رو ثابت کنید‎ ٩ 


ب کز هریک از شکل‌های زیر مقدار ۶ را تعیین کنید. 


۸ 
1 
مد ك 
(ب) 


(الف) ب (پ) 
۱ مقدار هریک از زاویه‌های زیر را تعیین کنید. ۳ 
اف) 810 
ب( ۹-۹ 
ب) ظ۲۸ 


[ ۵ 


۳ در هریک از شکل‌های زیر ( یک مربع است: اندازه‌های ۶و ۷ را به‌دست 
آورید. 


۱ ِ 0 0 


0 
۹ 
1۳ 
۸ ۱۹ ۸ 15 


(الف) (ب) 


۸ 
۴ با توجه به کل ثابت کنید که ۸۵ < ۸۲ . ۱ 
9" 8 1 


۵ در شکل روبه‌رو ثابت کنید ۳10-715 و ۳0-15 . 3 
۳۹ 
٩‏ ۲ ۵ 


۶ دو دایره به مرکزهای ۸ و 13 یکدیگر را در ) و ( قطع کرده‌اند. 


الف) ثابت کنید ۸8 < ۸5 . 
ب) ثابت کنید که ۸3 ۰ عمودمنصف (1) است. / 
۷ 


۱۷ . درحهارضلعی ۳0۲45 ,01 < ۳0 و قطر 05 زاویه‌ی 0 را نصف می‌کند. تاینت که 
9 2 ۳ . 
۸ اگر 26۷ و ۷۷2 قطرهایی از یک دایره بانند. ثابت کنید ,۷2 2 26۷۷ . 


7 


٩‏ ثابت کنید هر نقطه مانند ۳ روی عمودمنصف 
پاره‌خط ۸۲3 از نقاط ۸ و 3 به یک فاصله است. 


نان ذهید که هر نقطه مائند رزوی نیاو ژاویه‌ی 
0 ,از ضلع‌های ۸ و 6ظ به یک فاصله است. 


۱ در مثلث ۳08 ۰ ۳8 < 70 و 75 میانه‌ی وارد 
بر ضلع 01۴ است. ثابت کنید : 

الف) ٩‏ نیمساز زاویه‌ی 0۳۴ است. 

ب) ۳۹۱08 (25 و 08 عمود است). 

پ) از دو قسمت (الف) و (ب) جه نتیجه‌ای می‌گیرید؟ 

۲ با توجه به شکل, توضیح دهید که جرا 
۵۳ - 05 


ٍٍِِ: با توجه به شکل زیر توضیح دهید جرا ۳6 - ۸9 


۸ 


0 


۵ 


۴. از طریق استدلال استنتاجی ثابت کنید مثلثی که دو زاویه‌ی مساوی داشته باشد. 


متساوی‌السافین است. 


نژ . 


اس ۶ از «خم ساده» تا «حندضلعی» 

آیا تا ه حال با یک قطعه نخ, شکلی روی سطح میز ساخته‌اید؟ اين‌گونه شکل‌ها می‌توانند 
تصور خم مسطح را برای شما به‌وجود آورند. به‌طور شهودی, یک خم مسطح مجموعه‌ای از 
نقطه‌ها است که بتوانیم آن را بدون بلند کردن قلم از روی کاغد رسم کنیم. پس از اين, در اين کتاب. 
همه‌ی خم‌ها را مسطح درنظر می‌گيریم. 

از این تعریف می‌توان نتبجه گرفت که خط‌هاء نیم خط‌ها. پاره‌خط‌ها و زاویه‌ها همه خم‌های 
مسطح هستند. در شکل ۱ نمونه‌های (الف). (ب)» (ت) و (ث) هرکدام یک خم هستند ولی نمونه 
(پ) یک خم نیست. زیرا نمی‌توان بدون بلند کردن قلم از روی کاغذ آن را رسم کرد. 


0۱۷ را ۲ 


(ت) (ث) 


ِ 
یک خم ساده, یک خم مسطح است که هیچ‌یک از نقطه‌های خود را قطع نکند مگر در حالتی 
که نقطه‌های انتهایی به هم می‌رسند. در کل ۰۳۱ (ت) و (ث) خم‌های ساده هستند ولی (الف) و (ب) 
خم‌های ساده نیستند. اگر نقطه‌های انتهایی یک خم بر هم منطبق باشند, آن خم بسته نامیده 
می‌شود. 
فقال افر کل ۲ مود ی ی مسیون مورد (ب) یک خم 
ساده‌ی بسته است. موردهای (پ) و (ت) خم‌های ساده‌ی بسته نیستند. جرا؟ 


[ 6 


شکل ۳۲ 


منال ۲: کدام یک از شکل‌های زیر نمایش‌دهنده‌ی خم. خم ساده. خم بسته یا خم ساده‌ی 


تمرین: با توجه به تعریف‌های خم. خم ساده. خم بسته و خم ساده‌ی بسته. حروف الفبای 


فارسی را دسته‌بندی کنید. 


(الف) (ب) (پ) (ت) 
1 ۸ 
0 
۱ - ۱ 
1۳ 
چ (چ) 


(ث) 


شکل ۲۴ 
همه‌ی خم‌های ساده‌ی بسته دارای یک ویژگی مشترک هستند. آیا می‌توانید آن را کشف کنید؟ 


۱. ۵ 


توجه کنید که این ویژگی هیج ارتباطی به اندازه. شکل و همنهشتی آن‌ها ندارد. در واقع اين ویژگی 
آن‌قدر پذیهی بهنظر في‌رسد. کههمگن است آن:رانادیده گرفته باشید. 

هر خم ساده‌ی بسته دارای درون و بیرون است. هر خم ساده‌ی بسته, مجموعه نقطه‌های 
صفحه را به سه زیرمجموعه‌ی جدا از هم تقسیم می‌کند, این زیرمجموعه‌ها شامل نقطه‌های درون 


۰ 4 ۰ ۱ 
یرون او روی جم هستد. 


قضیه خم جردن 
هر خم ساده‌ی بسته‌ی ) . صفحه را به سه زیرمجموعه‌ی جدا از هم درون. 
بیرون و روی خم تقسیم می‌کند. 


حرا نمونه‌های (الف). (ب) و (ت) خم نا اف مه تنستند! توضیح دهید. نمونه‌های (پ). 
(ث). (ج و (ج). خم‌های بادهی: سته‌اق, هستند. که حندضلعی نامیده می‌شو ند . 


حندضلعی یک خم ساده‌ی بسته است که از اجتماع حداقل سه پاره‌خط تشکیل 
شده باشد به‌طوری که نقطه‌های انتهایی آن پاره‌خط‌ها روی یک صفحه بوده و هیچ سه 
نقطه‌ی متوالی از آن‌ها روی یک خط قرار نگرفته باشند. 


در شکل ۴ (ج)» پاره‌خط های ۸۵ ۰ 130 , (1), ت01 و 12۸ ضلع‌های جندضلعی ت01 ۸۵ 
و نقطه‌های ۰۸ 0۰1 ,۰ 1 و 3 راس‌های حندضلعی خوانده می‌شوند. راس‌های محاور؛ نقطه‌های 
انتهایی یک ضلع هستند و قطرهای یک چندضاعی پارهخط‌هایی هستند که رآس‌های غیرمجاور را 
به‌هم وصل می‌کنند. مانند ۸ در شکل ۲۴ (ج). 

جندضلعی‌ها براساس تعداد ضلع‌هایشان نامگذاری می‌شوند. به عنوان مثال, یک جندضلعی با 
سه‌ضلع, سه‌ضلعی یا مثلث؛ با جهارضاع. چهارضلعی و با پنج‌ضلع پنج‌ضلعی خوانده می‌شود. 


۱- اگر جه اين ویژگی واضح به نظر می‌رسد. ولی قضیه‌ی خم جردن دارای اثبات بسیار مشکلی است که در سطح 
ریاضی پیشرفته مطرح می‌شود زیرا به ابزار قوی‌تری از جمله توپولوژی جبری نیازمند است. 


۳۰ 


اجتماع نقاط یک خم ساده‌ی بسته با نقاط درون آن یک ناحیه نامیده می‌شود. ناحیه‌های یک 


صفحه در دو دسته‌ی محدب و غیر محدب طبقه‌بندی می‌شوند . 


نقطه‌ی دلخواه آن را به‌هم وصل می‌کند. کاملا در آن ناحیه قرار گیرد. 


در غیراین‌صورت اگرحداقل دو نقطه در ناحیه وجود داشته باشند به‌طوری که پاره‌خطی که 
آن‌ها را به هم وضل نمی کند اسلا دورن تاحیه فزار نگیرو» آن تاعیه غیرستخدب: خر ده می‌شنود: 
به‌عنوان مثال در شکل ۰۳۵ ناحیه‌ی محدود شده به خم بسته‌ی (الف) محدب و ناحیه‌ی محدود شده 


(الف) (ب) 
شکل ۳۵ 


به خم بسته‌ی (ب) غیرمحدب است. 


دایره نیز نمونه‌ای از یک خم ساده‌ی بسته است که درون آن یک ناحیه‌ی محدب می‌باشد. 


اس۷- متوازی الاضلاع 

لو از الاضلاع یک حهارضلعی است که ضلع‌های آن دوبه‌دو باهم موازی هستند. از 
موازی بودن ضلع‌های روبه‌رو. مساوی بودن آن‌ها نیز نتیجه می‌شود. برای نشان دادن اين خاصیت. 
از استدلال استنتاجی کمک می‌گيريم. متوازی‌الاضلاع ۸0 را درنظر بگیرید (سکل ۳۶). 


1 ۳ ۸ 
ک ۲ 7 
شکل ۲۶ 


۳ 


قطر ۸6 ۰ متوازی‌الاضلاع را به دو مثلث ۸۲20 و ۸1 تقسیم می‌کند (شکل ۳۷). 


کل ۲۷ 


طبق قضیه‌ی خطوط موازی, در این دو مثلث داریم 
۱ 
ضلع ۸6 نیز در هر دو مثلث مشترک است. پس دو مثلث ۸۱90 و ۸ به حالت (زضز) 
همنهشت هستند. در نتیجه ضلع‌های نظیر برابر هستند. یعنی 
۸۴ , ۳-< ]۸ 
همحنین در دو مثلث ۸ و ۸۲6 زاویه‌های نظیر نیز برابر خواهند بود. 


۸ ۸۹ ۸۹ ۸۹ 
و جون ,6 < ,۸ و )< ۸۷ در نتیجه : 


یادآوری: در هر متوازی‌الاضلاع. پاره‌خطی که از یک راس بر ضلع روبه‌روی آن عمود 
می‌شود ارتفاع و ضلعی که ارتفاع ار ند له است: قاعده‌ی نظیر آن ارتفاع نامیده می‌شود. 


شکل ۳۸ 


ارتفاع را پا" و قاعده را پا " نمایش می‌دهند. 
یادآوری: متوازی الاضلاعی که چهار ضلع مساوی داشته باشد لوزی خوانده می‌شود. 


۳۹٩ شکل‎ 


تمرین ۱به‌وسیله‌ی استتدلال استصاعی» بعتی با تکیه بر حقایقی کداذرستش آن‌ها را پذیرفته 
بودیم» مساوی بودن ضلع‌های روبه‌روی هم در هر متوازیالاضلاع را نشان دادیم. آن حقایق کدام‌ها 
هستند؟ 

تمرین ۲: با استفاده از استدلال استنتاجی, نشان دهید که در هر متوازیالاضلاع. فطرها 

تمرین ۳: نشان دهید که در هر مستطیل. قطرها باهم مساوی هستند و یکدیگر را نصف 
می‌کنند . 


۲-6 اطعنع -۱ 


۳ 


بحفیقی 
این مثلث متساویالاضلاع به سه شکل همنهشت تقسیم شده است. نشان دهید 
که یک مثلت متساوی‌الاضلاع چگونه به 


الف) ۲ مثلث همنهشت ب) ۲ مثلث همنهشت 
پ) ۴ مثلثك همنهشت بت ۲ من هنهنشت 


سانل 


۱ خم‌های مسطح را در شکل‌های زیر مشخص کنید. کدام‌یک از شکل‌ها خم ساده هستند؟ 


کدام‌یک از خم‌های ساده؛ بسته هستند؟ 


سیب ۷ 


ت‌ (ث) 


(ج) (ج) (ح) (خ) (د) 


۲ کدام‌یک از شکل‌های زیر جندضلعی هستند؟ جندضاعی‌ها را از نظر محدب بودن دسته‌بندی 


۰ 


(ب) 


۵ مر 


(ت) (ث) 


(الف) 


۳ الفبای انگلیسی را باحروف بزرگ نوشته. سپس آن‌ها را با توجه به تعریف‌های خم ساده. 


خم بسته. خم ساده‌ی بسته و حندضلعی دسته‌بندی‌کنید. 
5 با استفاده از جندپاره‌خط خمی رسم کنید که : 


الف) ساده باشد اما بسته نباشد. ب) ساده و پسته باشد. 

۵ هریک از حندضلعی‌های زیر جند قطر دارند؟ 

الف) مثلث ب) ثش‌ضلعی پ) هشت‌ضلعی 
۳ ثابت کت 


الف) یک چهارضاعی که قطرهای آن یکدیگر را نصف کنند. متوازیالاضلاع است. 

ب) اگر در یک جهارضلعی دو ضلع مقابل متوازی و متساوی باشند. جهارضلعی 
متوازی‌الاضلاع است. 
پ) اگر در یک جهارضلعی زاویه‌های مقابل دوبه‌دو متساوی باشند. جهارضلعی 
متوازی‌الاضلاع است. 
ت) اگر در یک جهارضلعی هر دو زاویه مجاور به یک ضلع مکمل یکدیگر بائند. جهارضلعی 
متوازی‌الاضلاع است. 

ث) اگر در یک جهارضلعی اضلاع روبه‌رو دوبه‌دو متساوی باشند. چهارضاعی متوازیالاضلاع 


است. 
ج) هرگاه هر قطر یک چهارضلعی, آن جهارضلعی را به دو مثلث همنهشت تقسیم کند. آن 
حهارضلعی متوازی‌الاضلاع است. 
۵ 


مجله‌ی ریاضی 

ی ال کی ری ی 
معماهای این کتاب به صورت شکل‌هایی هستند که به قسمت‌های مختلف تقسیم شده‌اند 
و باید شکل‌ها بریده شوند و طوری کنار هم قرار بگیرند تا شکل جدیدی حاصل شود 
و معما حل گردد. معمای زیر یکی از کارهای ابوالوفابوزجانی است. 

به معمای زیر نگاه کنید. این دوازده ضلعی منتظم به فش قسمت تقسیم شده 
است. آن قسمت‌ها را ببرید و طوری آن‌ها را کنار هم بگذارید تا یک مربع تشکیل 
و دقت کنید که یکی از قسمت‌ها یک مثلث متساوی‌الاضلاع شتا 


قطعه‌های مربع تن سک شده را به هم بحسبانید و ثابت کنید که شکل تن نشکا شده 
در واقع یک مربع است. 


۱- می‌توانید شکل را از زوی کتاب به دفتر خود. برگردان کنید» 


/ 


کشتزارهای شاهرود 


۱-۲ مساحت 

با انتخاب هر واحدی برای اندازه‌گیری طول یک پاره‌خط, واحدی نیز برای اندازه‌گیری 
مساحت به‌دست می‌آوریم که به کمک آن می‌توانیم مقدار سطح محدود شده در ناحیه‌ای از صفحه را 
اندازه بگیریم. برای مثال, اگر سانتی متر را برای اندازه‌گیری طول انتخاب کنیم واحد نظیر آن برای 


۳۲ 


اندازه‌گیری مساحت. سانتی مترمربع است که عبارت است 
از مساحت ناحیه‌ی محدود به مربعی په ضلع یک سانتی متر 
(شکل ۱). 

مربعی که طول ضلع آن یک واحد باشد ( با هر واحد 
محاسبه‌ی مساحت ناحیه‌های مختلف در صفحه باید تعداد 
واحد می‌توان سطح آن‌را پوشاند. 


فعالیت ۱-۲ 


۱ مریعی به ضلع ۳ وی ی 
واحد, ۶ تا نیمه مربع و بالاخره مربع کوجکی به ضلع 
انیس کرمسباست ایک سهارم ساخت بوخ 
واحد است پوشانده‌ايم ( شکل ۳). 


تایر یی مخت این مریع بر ابر اسبت با 


۱ ۱ ۱ 
٩+ )۶ (+ ۹+ ۳+ 


۱ ۲ 
<2 ۲ 


۱ 
۴3 را پیدا و با آن مقایسه کنید. 


۴ 

۳. مستطیلی رسم کنید که اندازه‌ی ضلع‌های آن ۳ سانتی‌متر و ۵ سانتی‌متر باد. ساخت ان 
مستطیل را با شمارش تعداد مریع‌های واحد که برای پوشاندن آن لازم است. تعبین کنید و با حاصل‌ضرب 
۵ قاتا کنیك: 


۱ 
۴. مستطیلی به ضلع‌های چ ۶ سانتی‌متر و ۵ سانتی متر رسم کنید و با نممارش تعداد مربع‌های 


نتیجه را با حاصل ضرب ۶۵ مقایسه کنید. 


2۷0 


توجه: اندازه‌ی ضلع‌های مربع و مستطیل می‌توانند اعداد گنگ مثبت هم باشند. 


۳۳0 


۳ 


شکل ؟ 
مثال ۱: در شکل ۴. اندازه ضلع‌های مستطیل ۲ و ۷۳ سانتی متر هستند. 


بنابراین : 


۲۰/۳۵۵7 < ۲۱۰۸/۳ -< مساحت مستطیل 
۳۹ 


فعالیت ۲-۲ 


۱. سلث ۸0 را که در رأس ۸ قائمه است رسم کنید (شکل ۵). 


۵ ۸ 


1 
شکل ۵ 
۲. مستطیل ۳0۵۲25 را طوری رسم کنید که طول و عرض آن به‌ترتیب برابر با ق۵ و ۸ 
بانند. آنگاه قطر 05 را رسم کنید ( شکل ۶). 


شکل ۶ 


۳ با مثلت‌های ۸۴0 ۳08 ر ۳۹0 هشتهشت هستند؟ جواب خود را با دلیل بان کنید, 

۵ طول ستطیل را ۵ وعض آن را ۲ واخدطون بگیرفساحت این مسخطل عفر 
است؟ 

۶ با آدازه‌های قوق: ساحت شا‌های ۳05 ور شرا فدست آورید: 

۷ حه رابطه‌ای بین مساحت مثلث ۸۵20و مساحت ستطیل 56 وجود دارد؟ 

۸ اگر طول ضلع‌های زاویه‌های قائمه در مثلث شکل ۰۵ 9 وه وا نت شتا خن 
چگونه به‌دست می‌آید؟ توضیح دهید. 


۴۰[ 


مثال ۲: با توجه به نتیجه‌ی فعالیت ۰۲۰-۲ مساحت 


۱ 
2۱۵0 ۵۶ج 


است با : 


۲ ۱ 2 ی 
واحد 22 ۲2۵ << ۳ 
سطح ۲ دکل۸ 
مساحت مثلث قائم الزاویه 
بات کی بت فا او است ات ام مر هی ور 
ضاع زاویه‌ی قائمه, یعنی اگر طول ضلع‌های زاویه‌ی قائمه در یک مثلث قائ الزاویه ۵ و 


وت آنگاه: 
ار 
فعالیت ۲-۲ 

۱ روی یک قطعه مقوا. متوازی‌الاضلاع 7 7 

0 وا وش کنیده 
را رسم دنه 

۲ ارتفاع ۸11 وارد بر ضلع 10 را رسم کنید تا 18 ۸ 

مثلث ۸۲1۲ تشکیل گردد. 7 / 
شکل ۱۰ 6 11 ۳ 


اس بهتر است متوازیالاضلاع‌های رسم شده متفاوت باشند. 
۲- تکیه‌ی این فعالیت بر جگونگی رسم متوازیالاضلاع نیست. 


۲ مثلث ۸۳1 را بریده و آن‌را طوری به سمت راست منتقل کنید که ضلع ۸0 روی ضلع 
0قرار بگیرد. 


شکل ۱۱ 


به نظر ما چهارضلعی ۸11۳1 جه نوع چهارضلعی است؟ جرا؟ 

۵ با توجه به مساحت ۸13]1۳1 روشی برای پیدا کردن مساحت متوازی‌الاضلاع 09 
پیدا کنید. 

حال به کمک استدلال استنتاجی, رابطه‌ای را که در فعالیت قبل برای مساحت 
متوازیالاضلاع به‌دست آوردید. نشان می‌دهیم. 


فعالیت ۲-۲ 


۱ متوازی‌الاضلاع درا در نظر می‌گیریم و ارتفاع وارد بر ضلع 10 را رسم می‌کنیم 


(شکل ۱۲): 
1 رح ۵ 
7 گ 


شکل ۱۲ 


۲-ضلع 90 را امتداد می‌دهیم و از راس 13 خطی بر امتداد آن عمود می‌کنيم تا یکدیگر را در 


۲ 


۳ نشان دهید حهارضلعی ۸1۲1/۲1 مستطیل است. 
و 30 موازی و مساوی هستند و به کمک قضیه‌ی 


خطوط موازی می‌توان نتیجه گرفت (جرا؟). مک ۱۴ 
< (] 


درنتیجه متمم‌های آن‌ها یعنی 2 و 3 پر پر نله 
با ادامه‌ی این فعالیت می‌توان نتایج زیر را بهدست آورد : 
الف) دو مثلث ۸1۲ و 170 به حالت ( ز ض ز) همنهشت هستند. پس : 
مساحت لت :۳۳ <: مساخت لت ۸۲۱۱ 
ب) مثلث ۸۳۲۳ و ذوزنقه‌ی ۰۸307 متوازی‌الاضلاع ۸130 را به دو قسمت مجزا! تقسیم 
کرده‌اند» پس : 
مساحت ذوزنقه‌ی ۸36014 + مساحت مثلث ۸۲۲ - مساحت متوازی‌الاضلاع ۸10 
مقدار مساوی مساحت ۸11 را از (الف) جایگزین می‌کنيم. 
مساحت ذوزنقه‌ی ۸۳+ مساحت مثلث 1۳1")0< مساحت متوازیالاضلاع ۰۰09 
پ) با دقت در شکل ۱۴ دیده می‌شود که ذوزنقه‌ی ۸01 و منلث 111"0, مستطیل 
7 را می سازند. درنتیحه 
مساحت مستطیل ۸11۴1 < مساحت متوازی‌الاضلاع ۸۵0۲ 


<< ساحت متوازی‌الاضلاع ۸0۲ 
2-7 مساحت متوازی‌الاضلاع ۸0۲ 


مساحت متوازی‌الاضلاع 
مساحت هر متوازیالاضلاع برابر با حاصل ضرب قاعده در ارتفاع نظیر آن 
است. << مساحت متوازی‌الاضلاع 


اتتتظور از فوشکل مجفا آناست که ساحت اراک آن‌ها سر بافته 


"۳ 


منال ۳: محیط متوازی الاضلاعی ۱۶ سانتی‌متر. یک ضاع آن ۲ سانتی‌متر و ارتفاع وارد بر 
ضلع دیگر ۱/۵ سانتی‌متر است. مساحت متوازی الاضلاع را حساب کنید. 

حل: جون در هر متوازیالاضلاع. ضلع‌ها دوبه دو با هم مساوی هستند» پس محیط آن برابر 
است با دو برابر مجموع دو ضلع غیرموازی» ۲ 


1 


شکل ۱۵ 


0۶+ ۲6۲ < محیط متوازی‌الاضلاع 
۲+0۸ 
92۸-۲ 
پس 9-۶ . درنتیجه : 
ارتفاع >« قاعده< مساحت متوازی الاضلاع 
2-۶۵ 
٩‏ - 
تیان ات مات را با ابشتایه اه مساحخ متوازی‌الاضلاع. یت وان 
مثلث ۸۳0 (شکل ۱۶ ) را در نظر بگیرید. 


۸ 


18 1 ۵ 


شکل ۱۶ 
پاره‌خط ۸11 که از رس ۸ بر ضلع 130 عمود شده است ارتفاع مثلث و ضلع 130 قاعده‌ی 
نظیر این ارتفاع نامیده می‌شود. هریک از ضلع‌های مثلث را می‌توان به عنوان قاعده درنظر گرفت و 
ارتفاع نظیر آن را رسم نمود. 
تمرین: مثلئی با یک زاویه‌ی قائمه و مثلث دیگری با یک زاویه‌ی منفرجه رسم کرده. سپس سه 
ارتفاع هریک از آن‌ها را رسم کنید. 


لز 


در مثلث ۸190 (شکل ۱۷ ) از رآس ۸ پارهخط ۸ را موازی 1360 رسم می‌کنیم طوری که 
6 - ۸۲ . آنگاه نقطه‌ی ظ را به 6 وصل می‌کنيم. به این ترتیب متوازی‌الاضلاع ۸80۲ با 
ارتفاع ۸11 و قاعده‌ی 30 به‌دست می‌آید. 


شکل ۱۷ 


)۱ ۸ ۳0 < مساحت متوازی‌الاضلاع ۰۰9 
از طرف دیگر, دو مثلث ۸80 و ۸6 که متوازی‌الاضلاع ۸130 را تشکیل می‌دهند, 
به‌حالت تساوی سه ضلع همنهشت هستند. پس مساحت‌های آن‌ها با هم برابر است. درنتیحه 
مساحت مثلث ۸۲+ مساحت مثلث ۸80 < مساحت متوازی‌الاضلاع ۸0۲ 
)۳( ( مساحت مثلث۲)۸30< مساحت متوازیا لاضلاع ۸80 
از روابط (۱) و (۲) نتیجه می‌گیریم که 
( ساحت مثلث 2۲۵90 ۸7۲ 130 


(۸۲۷ « ب < مساحت مثلت ۸80 


در شکل ۱۷ ارتفاع نظیر 136 داخل مثلث قرار گرفته بود. اگر این ارتفاع مانند شکل ۱۸ در 
خارج مثلث یعنی بر امتداد قاعده‌ی 130 عمود شود همان استدلال بالا را می‌توان برای به‌دست 


آورفن مساحت اه کار برض 


۲ ۵ 


برای این کار. از رس ۵ پاره‌خط (۸۲ را مساوی و موازی با »13 رسم می‌کنيم. سپس 

نقطه‌ی 1 را به ) متصل می کنیم. مساحت متوازی الاضلاع ۸130 برابر است با 
0( 

از طرفی: دوثلت ۸130و ۸600 به حالت (ض ض ض) همتهشت هستند. پس مساحت‌های 
آنها با هم برایر است : 

مساحت مثلث ۸۲+ مساحت مثلث ۸80 < مساحت متوازی‌الاضلاع ۸۵0۲ 

(مساحت مثلت ۲)۸96 - 
نابراین 
(0ظ »یه )+ - سالگ مق :۵10 

اگر مثلث ۸6 قائم‌الزاویه باشد. متوازی الاضلاعی که همانند بالا روی آن ساخته می‌شود 
در واقع یک مستطیل است که ارتفاع و قاعده‌ی آن همان دو ضلع زاویه‌ی قائمه در مثلث هستند, پس 
به‌طور کلی 


مساحت هر مثلث. برابر است با نصف حاصل ضرب ارتفاع در قاعده‌ی نظیر 
آن. یعنی اگر اندازه‌ی ارتفاع ۰ و اندازه قاعده‌ی نظیر آن 9 باشد 
ط ‏ مساحت مثلث 


قفا 9 به شک ۲٩‏ نگاه کنیش. ایخ تتایی از یک ساهن رای استه م بل که فسیت 


جلوی جادر به شکل مثلی به ارتفاع ۳ متر و قاعده‌ی ۳/۵ متر است. برای پوشاندن جلوی این حادر 
جند مترمربع پارجه لازم است؟ 


حل: چون مساحت مثلث جلوی چادر برابر است با 
۵ (۵ ۸ ۳) ۳۷ بر 


پس۵/۲۵ مترمربع پارچه لازم است. 
منال ۶گر مساحت مثلئی ۵ سانتی مترمربع و قاعده‌ی آن ۳ سانتی‌متر باشد. ارتفاع آن حقدر 


‌ 


است؟ 
حل: جون 


در رابطه‌ی فوق با داشتن مقدارهای معلوم مساحت و قاعده, مقدار ارتفاع را که مجهول 


۳ 
بپ < ۳ << ۵ 
۲ 
درنتیحه : 
۱ ۲۵ 
۱ 


توجهوبا استفاده از مساحت مکلته مي وان شساعت لروی را ب#ذیبت آورف:: 


مساحت لوزی 
مساحت هر لوزی برابر با نصف حاصل ضرب قطرهای آن است. 


(ناظ«< هِ < مساحت لوزی ۸۱۱01 
1۳ 


تمرین: نشان دهید مساحت لوزی برابر است با نصف حاصل ضرب قطرهای آن. 


نژ 


فعالیت ۵-۲ 


۱ مقوای مستطیل شکل »۸2 را تهیه کنید. 
نقطه‌ی "۳ را روی ضلع 8 انتخاب و از آن به رس ) وصل 


۲ مقوارا در امتداد پاره‌خط تن) ببرید. دو شکل ۴ 


( که یک ذوزنقه است ( شکل ۲۱). 


شکل ۲۱ 


۳ با یک تکه مقواء ذوزنقه‌ی ۳01116 را همنهشت با ۸۳6 ببرید. سپس دو ذوزنقه را 
مانند شکل ۲۲ کنار هم بگذارید تا مستطیل ۸011۳ تشکیل شود. 


1 ۲ 


0 01 1 


شکل ۲۳ 


۵ به کمک نتیجه‌ی قسمت ۴. مساحت ذوزقه (۸۳ را بیابید. 


ذوزنقه یک جهارضلعی است که فقط دو ضلع آن موازی یکدیگرند. 


8 5 ۸ 
دو ضلع موازی در یک ذوزنقه. قاعده‌های 
ذوزنقه و پاره‌خطی که بر هر دو قاعده عمود اننتت: 
شکل ۲۳ 


؟ك۸ 


فعالیت ۶۲ 


۱ یک تکه مقوا به شکل ذوزنقه تهیه کنید. طول قاعده‌ی کوجک را 2. طول قاعده‌ی بزرگ 
رط و طول ارتفا را بنامید (شکل 1۴). 


2 0 


شکل ۲۴ 
۲ دوزقاتی دیگ ی همتهشت با ذورقه‌ی پریده ده لهیه کنید و ماننه شکل آن‌ها را کنار هم 
بگذارند. نان دهیه شک ,حاصل متوازی الاضلاع است. 
8 متوازی‌الاضلاع تفس او فلا کلید, 
۴ مساحت دوزنقه را از روی مساحت متوازیالاضلاع بفسانب کنیكد, 


فعالیت ۷-۲ 


۱ در ذوزنقه‌ی شکل ۰۲۵ قاعده‌ی ۳0۵ را اقا ده یی از وان کی ان واگ ریت 
کید با از در نقطه‌ی ۸ قطع کند. پاره‌خط ۹۸ ارتفاع نظیر قاعده‌ی ۳۵ است. سپس ارتفاع 0 


ر رسم کرده و دو رأس مقابل ۵ و 5 را به هم وصل کنید تا قطر 05 به‌دست آید. 


شکل ۲۵ 


کنید ؛ 


۵ 


به‌دست آورید ؛ 


مساحت ذوزنقه 
مساحت ذوزنقه‌ای با طول قاعده‌های ۸ و « و ارتفاع 9 برابر است با 


۱ 
ط(۵) ۲ 
منال ۷: مساحت ذوزنقه‌ای با قاعده‌های ۸0 و ۱۰6۲۲ و ارتفاع ۲ برابر است با 


۱ 
۸ ۰(<۶ - ۵۴0۲ 


مجله‌ی ریاضی 
برای به‌دست آوردن مساحت. از جهار اصل مساحت استفاده کردیم : 
اصل ۱: ساحت هر شکلی در صفحه. یک عدد حقیقی مثبت است. 
اسل ۱ اه بت تک ارس های محرای سکل ده بان سا آن را نا 
مجموع مایا ی ها 
اصل ۳ : مساحت شکل‌های همنهشت مساوی هستند. 
اصل ۴ : مساحت مستطیل برابر با حاصل ضرب طول در عرض آن است. 


ی 

۱ ارتفاع مثلئی « و قاعده‌ی آن ۲8 است. مساحت مثلث را بر حسب 1 پیدا کنید. 

[ ارتفاع مثلئی نصف قاعده‌ی آن است. اگر مساحت مثلث ۳۶ مترمربع باشد. طول قاعده‌ی 
انوا بدا کته 


۱-اگر واخد اندازه‌گیری ذکر نشده باشد. شما می‌توانید واحد دلخواه اختیار کنید. 


"0۰" 


۳. مساحت مستطیلی ۱۴۴۰ سانتی مترمریع و طول آن ۵ برابر عرض آن است. طول و عرض 


ششظیان را تضیاب گتن, 


آد اد توا فان داد تمد شع روفیی زا 
از محل‌های نقطه‌جین تا کنیم. یک جعبه‌ی درباز درست 
می‌شود . 

الف) اگر ۴۵ -1 و ۵0۳0 -. برای ساخت 
پیدا کنید. 

۵. اگر ارتفاع مثلنی ۱۲ و مساحت آن ۳۶ باشد, 

۶ مساحت مثلت قانم الزاویه‌ی متساوی‌الساقینی 
۰ است. اندازه‌ی هرکدام از ساق‌ها را پیدا اکن (شکل 


روبرو). 


۷ در شکل روبه‌رو. اندازه ضاع‌های زاوی‌ی قأنمه 
در مثلث ۸36 دو برابر اندازه‌ی ضلع‌های زاویه‌ی قائمه 
دق فلت 2 لا ات۲ 


۸ 
۹ 
0 3 ۳ 


نسبت مساحت مثلث ۸۳ به مساحت مثلث 26۷72 حقدر است؟ 
(راهنمایی: اگر 22-2 و ۰۷2-0 آنگاه اندازه‌های ۸6 و 30 به ترتیب ۲۵ و ۲5 


خواهد بود.) 


۳ ۵۱ 


۸ مسأله‌ی قبل را برای حالتی که اندازه‌ی ضلع‌های مثلت ۰۸196 9 برایر طول اضلاع مثلث 
اند بح کته طیی انست از 


ناحیه ی سایه زده شده حقدر است؟ 


۱۰ در مثلث ۳0[۷۲. نقطه‌ی ‏ وسط ضلع 01 انیت : تس دهید مساحت‌های دو فثلث 


۵0 و۲۷1 برابرند. 
9 


۷ > 0 


۷1 
س آ ۶ 


الف) ثابت کنید مساحت ۲1۷۲( دو برابر مساحت 0 است. 

ب ) اگر ۱۷ وسط ۱۷ باشد. مساحت‌های ۷ (۳ و !۳0 جه رابطه‌ای با هم دارند؟ 

بح انطهای پین مسجت ۳۱۱ وسساعت ۳۷ وجود داد 

۲ طول یک استخرشنا ۳۰ مترو گودی آن در فسمت کم عمق یک متر است. عمق استخر 
تا ۵ متر زیاد می‌شود. مساحت دیوار کناری این استخر را به‌دست اورید. 


۳۰۳۳ 


۵1 


, 4 


۳. ابت کنید اگر قطرهای یک جهارضاعی بر هم عمود باند. مساحت چهار ضلعی برابر 
نصف حاصل ضرب اندازه‌ی قطرها خواهد بود. 

۴. می‌خواهیم کف یک استخر شنا به شکل مستطیل و با طول ٩‏ متر و عرض ۶ متر را با 
کاشی‌های مربع شکلی به ضلع ۰/۵ متر بپوشانیم. اک قبتتا هر کاتین ۰ تومان باشد. هزینه‌ی اين 
کار حقدر خواهد بود؟ 

۱۵ اگر ارتفاع‌های دو مثلث برابر بائمند. نشان دهید که نسبت مساحت‌های آن‌ها برابر نسبت 
قاعده‌های نظیر آن ارتفاع‌ها است. 

۶ او قافروهای دز شاک ان بات ات که کاس ساعت‌های قفا زار شب 
ارتفاع‌های نظیر آن قاعده‌ها است. 

۷ نتیجه‌گیری‌های الف. ب و پ بعد از فعالیت ۴-۲ بر پایه کدام‌یک از اصل‌های بیان شده 
در مجله ریاضی صفحه ۴۵ است: 


۲-۲ قضیه‌ی فیناغورس 

در اکثر مناطق کشورمان آجره بلوک‌های سیمانی: سنگ و سیمان و گاهی خیت از جمله 
مصالح اصلی خانه‌سازی و ساختمان‌ها هستند. یکی از موارد مهم در ساختن خانه‌ها و ساختمان‌ها, 
قائمه بودن زاویه‌ی بین دیوارها و با گوشه‌های اتاق‌ها و اسکلت‌بندی ساختمان است. همانگونه که در 
ضرب‌المثل‌ها آمده است : 

ی اول جون نهد معمار کج تانریامی‌رود دیوار کج 

معمولا بباهای ماهر و با تجربه برای قائمه شدن زاویه پین دیوارها که به 
آن « گونیا کردن» می‌گویند, از روش بسیار ساده و جالبی استفاده 
می‌کنند. به این صورت که پس از جیدن اولین ردیف 
گوشه بین دو دیوار» روی لبه اولین ردیف و 
در امتداد دیوارها ریسمان کشی می‌کنند. رتخا 


(شکل روبه‌رو) و سپس به‌وسیله متر روی ‏ ب ِ 


یک ریسمان ۸۰ سانتی‌متر و روی ریسمان ۷ 
تیگ بهآندازه ۶۰ سانش مقر از کوله دز قیوار خطا کرده ته اه 
علامت گذارقمی کته سس آتقلر جنر دیکر وینیبان‌ها زب یکن از رشمان‌هاارا ُ 


آقتی نو اوهتن با اه ین من فخل علامت کذازق یهد ها به داز هه اسان س صو دراو 
وضعیت طرف,دیگر ریسمان‌ها را ثابت کرده و شروع به آجرجینی در امتداد ریسمان‌ها می‌کنند. پس 
از جند ردیف دیوارجینی. قائمه بودن زاویه‌ی بین دو دیوار کاملا مشهود خواهد بود. سوالی که 
مطرح می‌گردد این است که آیا این روش, مبنای ریاضی دارد؟ 


فعالیت ۸-۲ 


۱ با استفاده از خط کش مثلث قائمالزاویه‌ای رسم کنید که طول ضاع‌های زاویه‌ی قائمه آن 
۸ سانتی‌متر و ۱۵ سانتی‌متر باشند. برای اطمینان از انکه زاویه‌ی رسم شده دقیقا ٩۰۳‏ است. می‌توانید 
از یک نقاله و يا گوشه‌ی راست یک مقوا استفاده کنید. 

۲ طول وتر مثلئی را که رسم کرده‌اید. با دقت به وسیله‌ی خط کش اندازه بگیرید. 

۳ مثلت قائمالزاویه‌ی دیگری رسم کنید که طول ضلع‌های زاویه‌ی قائمه آن ۲ سانتی‌متر و ۴ 
سانتی‌متر باشد. 

۲ ول این شترا تب دفیفا انتااه بگریژ: 

تون قشم رل در افو شنت ۲ حفین ات 

۶ باتوجه به نتیجه‌ی قسمت ۵. جه رابطه‌ای بین طول ضلع‌های زاویه‌ی قائمه و طول وتر در 
مثلث فوق وجود دارد؟ 


مجله‌ی ریاضی 

فیثاغورس ریاضیدان و فیلسوف یونان باستان بود که ۵۳۰ سال قبل از میلاد 
می‌زیست و رهبر گروهی از فلاسفه بود که بیش از ۱۰۰ سال در اوج شهرت بودند. این 
گروه. علاوه‌بر ریاضیات به موسیقی, اخلاق و مذهب نیز می‌پرداختند. آن‌ها کشفیات 
زیادی در ریاضیات انجام دادند که مطابق آیین خود همه را به فیاغورس نسبت می‌دادند, 
از جمله ثابت کردند که مجموع زاویه‌های داخلی یک مثلث ۱۸۰۳ است. قضیه 
فیئاغورس را به جرات می‌توان معروفترین فضیه هندسه نامید که تا حال بیش از ۳۷۰ 


ات با ار 


2۳3 


٩-۲ فعالیت‎ 


۱ منلث قائم‌الزاویه‌ای به طول ضلع‌های ۵. 9 و ه را روی یک تکه مقوا ببرید ؛ 


شکل ۲۶ 
۲ سه مثلث همنهشت با این مثلث را با مقوا تهیه کنید. 
۳ مطابق شکل ۰۲۷ جهار مثات را طوری کنار هم بگذارید تا مربعی به طول ضلع 2+0 


۴ در شکل ۰۲۷ جرا زاویه‌هایی که با » نامگذاری شده‌اند. با هم و زاویه‌هایی که با ز 
نامگذاری شده‌اند با هم برابرند؟ دلیل خود را توضیح دهید. 

۵ به کمک قضیه مجموع زاویه‌های منلث. اندازه‌ی زاویه‌های داخلی جهارضلعی تشکیل 
شده در وسط را بیاپید. 

۶ از قسمت‌های ۴ و ۵ جه نتیجه‌ای درباره‌ی جهارضلعی وسط به‌دست می‌آورید؟ 

۷ مربعی به طول ضلع » یعنی طول وتر این مثلث قانم الزاویه با مقوایی از رنگ متفاوت تهیه 

۸ چهار مثلث قائم‌الزاویه‌ی همنهشت به ضاع‌های ۸ ۰ 0 و > و مربعی به ضلع ۵ مربع بزرگتر 
به ضلع 2+0 را درست کرده‌اند. درنتیحه : 
(۱) مساحت مریع به ضلع ۰+ مساحت جهار مثلث قائم‌الزاویه‌ی همنهشت < مساحت مربع‌بزرگتر 


۱ ۵ 


ا مجدداً با مقوا, جهار مثلث همنهشت با مثلث قانمالزاوی‌ی به طول ضلع‌های ۵ ود وه و 
دومربع به‌طول ضلع‌های زاویه‌ی قائمه این مثلث یعنی 2 و 0 تهیّه کنید. 
۰ این جهار مثلث و دو مربع را مانند شکل ۲۸ طوری کنار هم قرار دهید تا مربع بزرگتر به 


شلم ظ یتاخته شود . 
طول ضاع 9 +4 ساخته شو ۱ ۱ 
7 


2 
شکل ۲۸ 


۱ شکل ۲۸ از ۶ قسمت مجزا تشکیل شده است. درنتیجه مساحت آن برابر مجموع 
مساحت‌های اين ۶ قسمت می‌شود. 

(۲) مساحت دومربع به طول ضلع‌های ۸ و 0+ مساحت ۴ مثلث قائم الزاویه‌ی 
همنهشت < مساحت مربع بزرگتر 

۱۲ . از دو مربع همنهشت به طول ضلع 0 +۸ در شکل‌های ۲۷ و ۰۲۸ قسمت‌های مساوی 
آن‌هایعنی چهار مثاث قانم ازاویه‌ی همنهشت به طول ضل‌های ی 


4 


۲٩ شکل‎ 


آنحه از کل ۲۷ باقی می‌ماند مربعی است که روی وتر منلث قائم الزاویه به ضلع‌های 2, 0 و 
باه تفه سیخ ساعک انم اس از شکل ۲۸ هم دو مربعی باقی می‌ماند که روی ضلع‌های 
زاویه‌ی قائمه از همین مثلث ساخته شده است که ساحت‌های آن‌ها به ترتیب و احا است. یعنی 
مساحت باقی مانده از شکل ۲۷ برابر مساحت باقی مانده از شکل ۲۸ است : 


0 < ۲ +۲ 
2۶ 


شکل۳۰ 
این وا شا از رابطه‌ی (۱) و به کمک عبارت‌های جبری نیز می‌توان ب‌دست آورد. 
طول ضلع مربع بزرگتر +۰۸ طول ضع‌های زاویه‌ی قائمه مثلث‌های همنهشت ۰۵ 0 و طول وتر» 
است. حال رابطه‌ی (۱) را دوباره‌نویسی می‌کنيم : 
+طمل ۳ - آ(ه +ه) 
از طرفی 
+ ۲۵9+ او - (0 +3) 
درنتیحه : 
۲ +۲9 - 9۳ + ۲۵9+ 2 
با حذف ۲۵0 از دو طرف رابطه‌ی فوق 


۳ - و9 + اه 


۱ ۷ 


مثال ۸: طول فطر مربعی به ضلع یک سانتی‌متر را پیدا کنید. 


شکل۳۱ 


حل: اگر طول قطر 4 سانتی‌متر بائند. طبق قضیه‌ی فیثاغورس در مثلث ۸190 
2 1 
پس ۰/۲6۲ < 0 . 
مثال :٩‏ طول قطر مستطیلی به ضلع‌های ۳ سانتی‌متر و ۴ سانتی‌متر را یلا کتیادء 
حل: طبق قضیه‌ی فیناغورس, اگر طول قطر را 4 بنامیم 
2۵ ۹+۱۶ - ۴ + ۳ - 1 
درنتیجه 4 برابر ۵ سانتی‌متر است. 
مثال ۱۰: طول ضلع‌های زاویه‌ی قائمه در یک مثلث قائمالزاویه ۶ واحد و ۷ واحد است. 
الف) طول وتر این مثلث را بیدا کنید. 
ب ) اگر طول ضلع‌های زاویه قائمه این مثلت ۲ برابر شود طول وتر آن جه تغیبری می‌کند؟ 
پ ) اگر طول ضع‌های این مثلث 7 برابر شود (۲<۰). طول وتر جه تغییری می‌کند؟ 
حل: الف) اگر طول وتر مثلت قائم‌الزاویه را ۵ بنامیم» طبق قضیه‌ی فیثاغورس 
۷۲+ ۶۲ ال 
واحد ۴۹-۰۸۵ +2۰۳۶ ۷+ 3-۶ 
ب) اين بار طول ضلع‌های قائمه دو برابر شده است پس طول وتر 
۲۱۱۷+ ۲<۶(۲) | 3 
واحد 2۲۰/۸۵ ۷۲+ ۲۰/۶۲ - 


۵۸ 1 


(۷+ اتلد آ( + (ع) دح 
واحد ۸۵ << 


ست. یعنی طول وتر نیز ۲ برابر می‌شود. 
مثال۱۱ : نسبت طول ضاع‌های زاویه‌ی قائمه در متلث قائم‌الزایه‌ای ۳ به ۵ است. اگر 
مساحت مثلث ۱۶ واحد مربع باسد. طول وتر جقدر خواهد بود؟ 


حل: اگر طول ضلع‌های زاویه‌ی قائمه در این مثلث ۵ و 3 باشد,آنگاه > عم .یعنی ۵2 - ۳ 


۵ 
پا با . 
ات 
0 
درنتیجه : 
۶:۰۶ 
۳( - ام 
از اینجا می‌توانیم طول وتر را به کمک قضیه‌ی فیثاغورس بيابیم. اگر وتر » باشد 
"+ وم 
۵ ۲۵ 
جون ۰9-۵ پس "۵ج < 9 , درنتیجه : 
۵( +)< 9 2< ۰ 
ب ۳۴ 


با جایگزین کردن مقدار "۵ از (۱) در تساوی اخیر» ب‌دست می‌آوریم 


۲ _ ۳۴,۶۱۶ ۱ 
۵" ۹ 
و سرانجام 


۳ ٩ 


فعالیت ۱۰-۲ 


ذوزنقه‌ی ۳۳6 را درنظر بگیرید ( کل ۳۲). 
2 
1 


۳ 


3 
شکل ۳۲ 
۱ مساحت دوزنقه را بت وکا بسک اور 
۲ نشان دهید مثلث ۸۲۱۳ قائم الزاویه است. 
۳ مسساحت مثلث‌های «۸0 و ۸۳۲ را پیدا کنید. 
۴ مساحت ذوزنقه را برحسب مجموع مساحت‌های مثلث‌های ۰۸۵۳۳۲ ۸01 و ۸۲۳۲ به‌دست 


آورید. 

۵. با استفاده از ۱ و ۴. قضیه‌ی فیثاغورس را ثابت کنید. 

طبق قضیه‌ی فیناغورس, در هر مثلث قائم‌الزاویه. مربع وتر برابر مجموع مربع‌های دو 
ضلع زاویه‌ی قائمه است. یعنی اگر طول ضلع‌های زاویه‌ی قائمه 0 ۰ ۵ و طول وتر ۵ باشد. انگاه 

(۱ ۲+ 9۳ < اه 

آیا عکس این مطلب نیز درست است؟ یعنی آیا اگر در مثلثی با طول ضاع‌های 0.2 و >. رابطه‌ی 
(۱) برقرار باسد. می‌توان نتیجه گرفت که آن مثلث قائم‌الزاویه است؟ 

فرض کنید رابطه‌ی (۱) برای مثلث ۸80 به طول ضلع‌های 0.۵ و » برقرار باسد. مثلث 
قائم‌الزاویه‌ی ۸۳ را به طول ضلع‌های زاویه‌ی قائمه تا و » رسم می‌کنيم. برای این منظور 
کافی است زاویه‌ی قائمه‌ای به رس رسم کنیم. سپس روی ضلع‌های این زاویه پاره‌خط‌هایی 


به طول‌های 9 و 6 جدا می‌کنیم و انتهای پاره‌خط‌ها را به ترتیب ۳ و 7 می‌ناميم (شکل ۳۳). 
ب 


شکل ۳۲ 


۳ 1 
۳ 


حال "0 را به 19 وصل می‌کنيم تا مثلث "۸۳9/6 به‌دست آید.جون این مثلث قانم الزاویه 


است. بنابر قضیه‌ی فیثاغورس 
۲+ 9 3107 


و با توجه به رابطه (۱) 
2 ِ فلع ۱-2 


یعنی 2< 307 . پس دو مثلث ۸80 و ۸50 به حالت تساوی سه ضلع همنهشت هستند. 
۸ ۸ 

درنتیجه زاویه‌های روبه‌رو به ضلع‌های مساوی, با هم برابرند. جون ۸۳2-۹۰ پس 2۹۰ ۸ . به این 

ترتیب» عکس قضیه‌ی فیناغورس ابت می‌شود. 


عکس قضیه‌ی فیثاغورس 
اگر در مثلث ۵80 ۰۸8-6 ۸6-0 ۰ 80-۵ و + "9 - "۵ , آنگاه 
متلت اه در راس اند ات 


مثال ۱۲: با استفاده از فضیه‌ی فیثاغورس. مساحت مثلث متساوی‌الاضلاع 60 به 


طول ضلع ۵ را حساب کنید. 
حل: ارتفاع وارد بر ضلع 96 (یا یکی از دو ضلع دیگر) را رسم می کنیم : 


7٩ 
0 1 


فاگ بیس 


سکل ۲۴ 


۱ 
7۵ < 2110 11ظ 


۵۲۲ - ۸0۲-0 


۱. ۸ 


۳7 : ۱ ۲ 


< ]۸۲ را برحسب ۵ به‌دست آوریم : 


۱ 
< مساحت مثلث ۸۳ 


در نتیحه : 


مساحت هر مثلث متساوی‌الاضلاع به طول ضلع ۸ برابر 1 است. 


مثال ۱۳: مساحت یک شش‌ضلعی منتظم به طول ضلع ۵ را نیک | کنیا: 
حل: مرکز دایره را به رئوس شش‌ضلعی منتظم وصل می‌کنیم. شش مثلث پدید می‌آید : 
۸ 


چون مجموع زاویه‌های مرکزی ۳۶۰۳ است و هرکدام از زاویه‌های مرکزی روبه‌روی وترهای 
مساوی هستند. پس هر ثش زاویه‌ی مرکزی با هم مساوی و هرکدام برابر ۶۰ ۶+ ۳۶۰ می‌باشد» 
(حرا؟) همحنین» شش مثلث فوق متساوی‌السافین هستند زیرا دو ضلع هرکدام در واقع شعاع‌های 
دایره می‌باشند. درنتیجه دو زاویه‌ی روبه‌رو به شعاع‌ها با هم برابرند. از طرفی؛ زاویه‌ی سوم هر یک 
از این منلث‌ها زاویه‌ی مرکزی و ۶۰۳ است و مجموع زاویه‌های داخلی هر مثلث نیز "۱۸۶ است. پس 

2۱۸۰-۰۳ مجموع دو زاویه‌ی روبه‌رو به شعاع 

۷۰۳ 
و جون این دو زاویه با هم برابرند. 
سید هر زاویه‌ی روبه‌رو به شعاع 
2 

بنابراین هر سه زاویه‌ی هریک از مثلث‌ها مساوی ۶۰۳ است. پس نتیجه مبی تبیج که مئلث‌ها 
متساوی‌الاضلاع هستند و جون طول ضلع همه‌ی آن‌ها برابر ۵ است پس این مثلث‌ها همنهشت هم 


می‌باشند . بنابراین؛ 
مساحت مثلث متساوی‌الاضلاع به ضلع 2۶*۵ مساحت شش‌ضلعی منتظم به ضلع ۵ 
رو 
۳۷۳ 1 
"م 2 مساحت شش ضلعی منتظم به ضلع ۵ 
سا 
۱ طول قطر مربعی را بهدست آورید که طول ضاع آن برابر است با : 
الف) ۳۵۴ ؛ 
ب) ۵0۲9 ؛ 
پ) ۵ سانتی متر. 
الف) ۲ و ۵ ب) ۴ و ۷ 
پ) ۳۲ و ۵۲ ت) ۴۲ و ۷۲ 


ها 


۳. مساحت مربعی ۱۴۴ سانتی‌متر مریم است. طول قطر این مربع جقدر است؟ 

۴. در یک مثلث قائم‌الزاویه. طول یک ضلع زاویه قائمه دو برابر طول ضلع قبگر است, 
اگرمساحت مثلث ۷۲ سانتی‌متر مربع باشد. طول وتر مثلث جقدر است؟ 

۵ در شکل روبرو, طول هریک از اضلاع زاویه قائمه در 
مثلث ,۳0۸ برابر ۱ سانتی‌متر است. 

الف) طول وتر ,۳۸۰ حقدر است؟ 

پاره خط ,۸۵,۵ نیز به طول ۱ سانتی‌متر و بر ,۸ 
عمود است. طول پاره‌خط ۸۷۸۳ نیز ۱ سانتی‌متر است 
و بر ۳۸۷ عمود است. .. 

ب) طول پاره خط +۳۸ جقدر است؟ 

پ) طول پاره‌خط ۳۸۷ حقدر است؟ 

طول - امین پاره‌خط یعنی ,۳۸ حقدر است؟ 


۶ یک قایق از نقطه‌ی شروع حرکت. ۶ کیلومتر به سمت جنوب. 
۵ کلور شیک ی رسد ۲ ریت لوب سبوژ: انش 2 
این قایق جند کیلومتر از نقطه‌ی شروع حرکت فاصله دارد؟ 


۷ نسبت طول ضلع‌های زاویه قائمه در مثلث قائم‌الزاویه‌ای ۲ به ۲ است. اگر مساحت 
مثلث ۲۷ باشید. طول وتر ان حقدر است؟ 

۸ طول یکی از ضلع‌های زاویه‌ی قائمه در مثلث اما لزاویه‌ای 2 دیگری است؛ مساحت 
مثلث ۲۲۰ سانتی‌متر مریع است. طول اضلاع زاویه قائمه را بيابید. 

٩‏ از به هم وصل کردن وسط‌های ضلع‌های مربعی. یک مربع دیگر 
ایجاد شده است. نسبت مساحت مربع کوجکتر به مساحت مربع بزرگتر جقدر 
استز 


۰ مساحت مربعی که طول قطر آن ۸۰/۲ اشت‌نوا بیدا کنیل 


9 


۱ در شکل زیر طول ضلع ۳0۵ را محاسبه کنید. 
1 
۳۰ 


۴ 0 


۲ در شکل زیر ۸130 یک مستطیل و ۸0۲ یک مثلث قائم‌الزاویه اسیتاد اکن 
۰۸8-2 0-0 و 000-6 ثابت کنید : 


ب 9 9 8 

الف) 0۲+ "وا + 2۰/۲۵۲ ۸۵۲ 
ب( 6 - 2۳ ِ 
۱ ۸ 


۳ در هر مثلث قانم الزاویه ضلع رو به رو به زاویه‌ی ۳۰ نصف وتر است. . ۸ 
۴. در مثلث متساوی‌الاضلاع ۸۳86 نیمسازهای 5 و یکدیگر 
6 08 
۲۰ 0 


۷ 1 


دک 


را در نقطه‌ی 0 قطع کرده‌اند ثابت کنید : ۲ 


۵. مثلث ۸6 در رأس 0 قائمه است. از 6 پاره‌خط ۳ را بر ۸ عمود می‌کنیم.ثابت 
کنید : 
الف) ۸۳۳5 - ۳0۳ 


0 


ب) ۸۳۸۵۴ < ۸0 


۸ ۱۹ 


۶. با استفاده از قضیه‌ی فیثاغورس ثابت کنید. اگر وتر و یک ضلع زاویه‌ی قائمه از 
یک مثلث قائم‌الزاویه با وتر و یک ضاع زاویه‌ی قائمه از مثلث قان الزاویه‌ی دیگر برابر باشند. 
طول اضلاع دیگر زاویه‌ی قائمه در دو مثلث با هم برابرند. 


۱ ۵ 


۷ یک آنتن تلویزیونی از ارتفاع ۲۰ متری توسط یک سیم به‌طور قائم نگه داشته شده است. 


این سیم به فاصله‌ی ۲۵ متر از پایه‌ی آنتن به زمين وصل شده است. طول اين سیم جند متر است؟ 


- 
۵ 


رد۱۳ 


حالت‌های زیر ب‌دست آورید. ۳ 
0 
الف) ۸-۱۰ ؛ 5۹ 
۳۶۱۸ ؟ 2 ۸ 


پ) ۳۸۲ - 81 ؛ 7 
ث)۲۷- ساحت شکل ۸۵۳۳ ؛ ِ ۲ 


.٩‏ مثلث متساوی‌الاضلاعی به طول ضلع ۰ واحد را درنظر بگیرید و پاره‌خط ظ را 
طوری رسم کنید تا ۸۵0 برابر ۴ واحد گردد. 5 


۱0 
ب) طول ۳17 را محاسبه کنید. 8 بلس و 
پ) جگونه با سه برس روی ذوزنقه ۸31210 می‌توان مثلث متساوی الاضلاعی با طول ۸ واحد 


شاخصو ۱ با دو برش نیز می‌توان این کار را انجام داد؟ 


۶۶۲ 1[ 


الف) اگر طول ضلع هشت‌ضاعی ۲ سانتی‌متر بائد. طول ضلع مربع را بيابید. 
ب) اگر طول ضلع مربع ۰ سانتی فتر باشد؛ محبط هشت‌ضلعی را به‌دست آورید. 
۳۱ مربعی در یک دایره‌ی به شعاع واحد محاط شده است. 


هر 
۵ 


الف) فاصله‌ی مرکز دایره تا نقطه ۱1 وسط ضلع مربع را تباید :: 

ب) طول ۷1۳ را به‌دست اورید. 

پ) طول ضلع هشت‌ضاعی منتظمی که در این دابره محاط می‌شود را محاسبه کنید. 

:۲۱ ردو قالش کیک سم ای خن وا یسحاط قل یات فرظ بگتریگ 
و طول ضلع دوازده ضلعی منتظم محاط در دایره را بدست آورید. 


بدا 


یت وتتانس 


به این دو تصویر نگاه کنید. جه شباهت‌ها و تفاوت‌هایی بین آن‌ها وجود دارد؟ 


هر دو در واقع یک تصویر ولی با اندازه‌های مختلف هستند. این شکل‌های شبیه به هم نمونه‌ای 
از شکل‌های متشابه می‌باشند. 


ار 


راه‌های دادن آدرس به افراد. استفاده از نقشه است. نقشه. تصویری از دنیای واقعی در ابعاد 
کوعکاتر و فتشایه با ان امنتگ: همحنین, برای ساختن یک ساختمان يا یک وسیله, طراحی ماکت آن 
که مشابه با ساختمان یا وسیله‌ی اصلی است. کمک مهمّی به حساب می‌آید. 
در شکل روبه‌رو. تصویر یک هواپیمای اسباب‌بازی دیده 

می‌شود. فرق این تصوير با هواپیمای واقعی این 
ات که اکاتاهای خآ ان تیب تیاده انیماق 
واقعی خیلی کوچک‌تر است. یعنی شکل‌های 
هواپیمای واقعی و اسباب‌بازی متشابه هستند. در 
دو شکل متشابه, اندازه‌های اجزای یک شکل با 
انتاژه‌های جرا نظیر در شحل دیگ مقاسنت: تخد 


می‌سود . 
یکی دیگر از مثال‌های ملموس شکل‌های متشابه, بزرگ شده یا کوچک‌شده‌ی تصوير جهره‌ی 
الفان اسر 


ها 


بینی تا دهان در دو تصویر است. به همین ترتیب» نسبت موجود در تمام اجزای متناظر در دو تصویر 
ثابت می‌ماند. یعنی. به جز اندازه‌های ابعاد دو عکس. تفاوت دیگری بین این دو تصویر دیده نمی‌شود. 
2 ۸۳0 , ۳0-۲۳8 , ۲۸۳ - ۸۳۲۳ 


بنابراین. نسبت هر ضلع مثلث بزرگ به ضلع نظیر آن در مثلث کوجک برابر با ۲ است و تمام 
این نسبت‌ها با هم برابرند. یعنی 
بت 00 ۳ 1 5 ۳۹9 
۸۵ 9 ظ۸ر 
که هر دو نسبت برابر تشکیل یک تناسب می‌دهند. از نسبت و تناسب در حل مسائل مختلف ریاضی 
استفاده می‌شود. 
مثال ۱: اثر فیمت ۵ خودکار ۲۵۰ تومان باشد. جند خودکار با ۱۵۰ تومان می‌توان خرید؟ 


حل: قیمت ۵ خودکار ۲۵۰ تومان است. پس قیمت هرخودکار 


۳۵۰ 
9 
اک با ۱۵۶ تومان تقوان شود کار خرید: آن کاد 
۲۵۰ ۱۵۰ 
۵ ۰۰ 0 


۷۰ 


ویک اس بفوست مس ید که پر میم تون 8را 1 


۳ << - و2 


نسبت بین دو عدد ‏ و 9 عبارت است از کسر < که « ناید صفر باشد. چون 
تقسیم کردن یک عدد بر صفر معنی ندارد. 
تساوی بین دو نسبت 2 و >؛ (که ‏ و ه صفر نیستند) یک تناسب نامیده 
ت 9 
3 ۱ 
در تناسب .<< ۸۰ و4 دو جمله‌ی کناری (طرفین) و 0 و » دو جمله‌ی میانی (وسطین) نام 


۵ 


دا رل : همحنین؛ اگر دو طرف تناسپ << 2 را در 0۵ ضرب کنیم, 


۱002 - ۳)( 


آنگاه 0 < 20 
در تناسب 
ل 
8 ط 
حاصل ضرب دو جمله‌ی میانی برابر حاصل‌ضرب دو جمله‌ی کناری است. 
6 - 21 


این ویژگی ما را در حل مسائل مربوط به نسبت و تناسب و شکل‌های متشابه یاری می‌کند. 


11 ۳ 1۳0 
ب) -_ 


۰ ۳ ۳ 1+۲ 
حل : ویژگی مهم تناسب که در بالا به آن اشاره شد, کمک می‌کند که مقدار 0 را در 


فسمت‌های (الف) و (ب) به‌دست آوریم : 
الف) ۹ 2< ۰10 ۱ 


۱ ۰ ۷ 


۱ ۳ 


۷ 


سس ۳۳۰ 
ب( ۳+۲ - ۴۳ 
۳+۶ <- 
در نتیحه : 
2۶ ۵ - ۴ 
بس 1۳0-۶ 
منال ۲: مقدارهای » و ۲ را از تناسب‌های 
۱ رو 


ینک وت 
۱ ۱ ۳ ۱ 1 ۱ 5 ۳ 2 ۲ ۳ ۱ ۹ ۳ 72 
حل؛ چون 27 پس ۱ ۲۶ یعنی تب < لا ۰ ز طرف دیگر از سپ بو ۲ نتیجه می گیریم 
)۲( 2 1۲۲ 


۱ 
۳ 2 ی < 6 
یعنی : 
۲۴۲۳ - ۶ 
دو تناسب رابطه (۱) را می‌توان به صورت زیر نوشت : 
۱ ۶ 
ر 1 را در نتاسب ۳ 
۹ 


به دست اورید. 


حل: حون ۹۹-۸۱ ۳8۸ .پس 


۸ 
< - 2 ۷ 


۳ 
عدد ٩‏ یک میانگین هندسی" دو عدد ۳ و ۲۷ نامیده می‌شود . 


اسف مبانگن هنیس واب‌ظه نی خه کته نی فون: 


۷۳ 


فعالیت ۱-۳ 


آیا عدد 7 را به یاد می‌آورید؟ 7 نسیت محبط دابره به قطر آن ایبت: ریاضیدانان باستان مقدار 
1۲ را با تقریب‌های خوبی یتآ رزکه بودند و در محاسبات. اژان استفاده کر لته آن‌ها مقدارهای 
تقریبی ۲ را به صورت نسبت بیان می‌کردند. دو نسبت معروف در تاریخ ریاضی که به عنوان تقریب 11 


۳ ۲ ۳۵۵ 
به کار می‌رفته‌اند. عبارت از - و ۳ هستند . 


۱ نسبت "۳ را به صورت اعشاری تا دو رقم اعشار گرد کنید و بنوسید. 


۳۵۵ "1 ۲ 2 
. یت 11۳ را به صورت اعشاری تا دو رقم اعشار گرد کنید و بنویسید. 


۳۲ حه رابطه‌ای بین مقدارهای تقریبی پقذاست افو در قسست‌هان ۱و ۲ وجود دارد؟ 


۲ ۳۵۵ 
۴ برای دو نسبت م- و ح- حاصل ضرب دو جمله‌ی میانی و حاصل‌ضرب دو جمله‌ی 


کناری را پیدا کنید. حه نتیجه‌ای می‌گیرید؟ 

+ علت تفاوت بین پاسخ‌های سوال‌های ۲ و ۲ در حیست؟ 

بقی‌از دیاش داان وان ترشیت را وه سای سار وه کررودا عتم 
ریاضی‌دانی که مقدار 2 را تا ۱۶ رقم اعشار محاسبه کرد. غیاثالدین جمشید کاشانی (۸۰۷-۷۶۳ 
هجری) بود. 

بعضی از ویژگی‌های مهم تناسب که کاربرد بسیاری در حل مسائل تشابه دارند در اینجا 


گردآوری شده‌اند . 


بثا ۱ 


۲ ۷-۳ 
۰ 8 
تیدا کیله 
حل: بنابر ویژگی ۰۲ ۳۷-۲ 
۳ 8 
0 
در شیحه : 55 
یعنی : ۰۰ ۳۲ 
۵ ۱۴۰ 
بس ۸ ۳۲ص" 
مسانل 


۱. اگر قیمت ۱۰ عدد از یک کالا ۲۰۰ تومان باشد, فیمت جند عدد از آن» ۸۰ تومان خواهد بود؟ 
۲ میانگین هندسی بین هریک از جفت عددهای زير را پیدا کنید : 

الف) ۴ و ۲۵ ؛ 

ب) ۳۷۲ و ۶۸/۲ ؛ 

پ) ۷ و ۲۱؛ 

۳ در هریک از موارد زیره ازکدام‌یک از ویژگی‌های تناسب استفاده شده است؟ 

الف) اگر 2-2 . آنگاه ۵۵ ؛ 


۵4 | 


و 8 تص ۵4۱۱ ۲ 83 
ت) اگر جو-ب. آنگاه و 


۴ در هریک از موارد زیر جای خالی را پر کنید : 


۳ 7 ۱ ۶ ۱+ 
لف) اگر > < ب. آنگاه ۲ 


0 6 0 2 2 ۲0+ +9ا+2 
ب) اگر << << , آنگاه ت ِ 


۵ 
۱ آکا ۱۲ 
ب)اگر ۳ < -, آنگا ات 
۵ | 
و 
الف) 2 
۹ 
۷۳ ۱۸۰-۲ 
ب) و 


۱ ۵ 


۲ وسط ضلع 190 را پياپید و آن را ۷۸ بنامید.* 


۳ به مرکز 11 و با شعاع 11 کمانی بزنید تا امتداد 6 را در نقطه لا[ قطع کند. 


۸ 


۱ 11 0 


۵ 0 
10 0 ۱ 


جهارضاعی (۸0(۷1 یک مستطیل طلایی نامیده می‌شود که به وسیله‌ ی 1307 به 
یک مربع و یک مستطیل بازهم طلایی تقسیم شده است! هر دو شکل ۸۵۱۷ و 
6 مستطیل های طلایی هستند که ضلع‌های نظیر آن‌ها با هم متناسبند. 

۵ . برای نشان دادن اين که جرا ضلع‌های دو مستطیل با هم متناسب هستند» 
فرض کنید در مستطیل زیر 1۷10۱ سپس اندازه‌ی طول‌های زیر را حساب کنید : 

الف) 130 ب) 118 پ) ۱1۳ 

ت) آ) ث) 1 


۷۶ 


۴ ااستفادواز طول‌های بهست امد در فقس 9 سای ده ده رای 
متناظر مستطیل ۸00۲ و مستطیل 1300316 با هم متناسب هستند. 

جالب است بدانید که نسبت ضلع بلندتر په ضلع کوتاهتر مستطیل طلایی که 
نسبت‌طلایی نامیده می‌شود. در بسیاری از طرح‌های هنری از قبیل معماری و 
خطاطی ظاهر می‌شود. مطابق تحقیقات انجام شده» نسبت طول ضلع قاعده به ارتفاع, 
ستطل‌های طلای اه نده اس راب اعتفاد آن‌ها. مسنطل‌های با نسبت های 
طلایی به جشم خوشایندتر هستند! 


۲-۳ قضیه تالس در منلث 


شکل ۰۲ نمای جانبی ساده‌ای از یک سد را نشان می‌دهد. سطح مقطع قانم سد. مثلث 


7 است. همان‌طور که می‌بینید. خط سطح آب پشت 
رایر ار آمشت ان خرایل ممتوی اومتل ظین. ‏ 
پفکتی | مود عقاوم سل زور اش قضیه‌ی تالس 
ور مسا کتکس که تا نی طول زاجحا مب کف 


۱ در انگلیسی به معذاي سد است؟ 


قضیه‌ی تالس 

اگر خطی با یک ضاع مثلث موازی باشد و دو ضلع دیگر را قطع کند. نسبت 
پاره خط‌هایی که روی یک ضلع پدید می‌آورد. برابر است با نسبت پاره‌خط‌هایی که روی 
ضلع دیگر ایجاد می‌کند. 


چ ی ک۵ ۸۲ 
یعنی اگر در مثلث ۸۳0 1۳۳ موازی 30 باشد؛ آن‌گاه < جو 
۸ 
۱ 1 
شکل ۳ 3 


شکل ۲. جون پاره‌خط 131 موازی ۸۱۷ است و ضلع‌های ۷( و ۲۸ را قطع می‌کند. در نتیجه 
طبق قضیه‌ی تالس, نسبت طول دو پاره‌خط 1( و 9۸ برابر نسبت طول دو پاره‌خط ۳ و 17۷1 
است. یعنی : 
۱ 
۲ 8۸ 


حال قضیه‌ی تالس را در جهار مرحله با استفاده از استدلال استنتاجی ثابت می‌کنیم. 
مرحله‌ی ۱: از ۲ به 5 وصل کرده. سپس پاره‌خط 171 را بر ۸ عمود می‌کنیم. پاره‌خط 171 
ارتفاع نظیر قاعده‌ی ۸12 از مثلث ۸1۳ و همحنین ارتفاع نظیر قاعده‌ی 5 از مثلث ۳۳ خواهد 


بود. بنابراین 


۱ 
< مساحت مثلث ,۸۳۲ 


۹۳۹ ۰ 


در نتیجه : 
)۱ _ مساحت مثلث ۸۳۳۴ 
ظتگ مساحت متلت ۳۳۳۴ 


مرحله‌ی ۲: از ت به ) وصل کرده. سپس پاره‌خط 130 را بر ۸6 عمود می‌کنیم» در این صورت 
۸ 


تلم _ مساحت مثلت ۸۵۳۲ 
مساحت فلت 17۳۰۲ 


(۳) 

دلیل درستی تساوی (۲) را توضیح دهید. 

مرحله‌ی ۲: پاره‌خط ۲27 را از دو طرف امتداد می‌دهیم. سپس ارتفاع‌های نظیر قاعده‌ی ۳۳ 
در دو مثلث ۲۳19 و ۲۳6 , یعنی 1313 و آن) را رسم می‌کنيم. 


کل ۶ 


حهارضلعی 131110 یک مستطیل است. (حرا؟) بنابراین 


۳۳] - )[ 


از طرفی 


ا طتر - مساحت مثلث ۳۳۳۲ 


۱ ۵ 


6« - فتاخت فزت ۳۱۷۵ 
در نتیجه : 
(۳) مساحت مثلث ۳۳ < مساحت مثلث ۳۳۳۲ 
مرحله‌ی ۴ در رابطه‌ی (۲) می‌توان در مخرح کسر سمت جپ با استفاده از رابطه‌ی (۳) 
مساحت مثلث ۳3 را قرار داد. یعنی : 


۸ _ مساحت مثلث ۸۳۳ 


5 0 مساحت مثلث ۳۳۳۲ 


مقایسه‌ی (۴) و (۱) نشان می‌دهد که سمت جپ تساوی‌ها با هم برابرند. در نتیجه : 


۵ طذ _ ظ۵ 
(۵) 0 ۴۳ 


و به این ترتیب قضیه‌ی تالس ابت می‌شود. 
تمرین: در شکل ۰۲ اگر ۳۰۲ 8 ۲۰ ۳ظ و »۰ ۷1-۱[ باشد. با استفاده از 
قضیه‌ی تالس» طول 3۸ را پیدا کنید. 


۲ با ۱ و ۳ 
ستبجه‌ی ا: حون از تن 3 9 تنا آبع كِِ به‌دست می‌اید» پس از تناسب 
(۵) نتیجه می‌شود 
۳ ۸ 
0+ ۴۲۲ + بآ 
یعنی : 
عد _ طظه 
)۶( ۸۳8 
۸ 
نتیجه‌ی ۲: در مثلث ۸۸۳0 پاره‌خط ۳ موازی 8 
است. اگر از نقطه‌ی 3. پاره‌خط ۲ را موازی ۸6 رسم 
کنیم. با دو بار استفاده از فضیه‌ی تالس در مثلث ۰۸۳ 1 1 
نتیجه‌ی مهم زیر به دست می‌آید. 
7 ۳ _ ۸ _ ظم 
6 ۸ ۸8 ۲ 5 ۴ 


۹ شکل ۷ 


تمرین: رابطه‌ی (۷) را ثابت کنید. 

راهنمایی: جهارضلعی ۳1 متوازی‌الاضلاع است. در نتیجه 2۲6 ۴۳ . 
نتیجه‌ی ۳: (عکس قضیه تالس) اگر در مثلث ۸30 (شکل ۸) نقطه‌های ۷1 و 

۷ طوری روی ضاع‌های ۸۲ و ۸6 انتخاب شوند که 2 - کت , آنگاهمی‌توان 


نتیجه گرفت که پاره‌خط ۷13 موازی ضلع 136 است. 


تمرین: برای اثبات نتیجه‌ی ۲ از نقطه‌ی 13 خطی به موازات ۷1۳ رسم کنید تا ۸ را در 1 


قطع کند. سپس 


مسانل 


شک ها هن رکنم ازسا رد زر سای ای رارکت 


1 


1 


الف) 


پ 


91۹ 


1۳0 


ر1 


16 


ب 


ت( 


با استفاده از قضیه‌ی تالس نشان دهید 1 و ") بر هم منطبقند. 


(۷۷ 


دك« 


نا 


115 


[ ۷۲ 


قضیه‌ی تالس طول 5 را در سکل روبه‌رو به دست 


تِ ۱۰ 
اورند. 


دک 0 ۳ ۳ 4 
دانش‌آموز اول تناسب مر ,۲ و دانش‌اموز دوم تناسب رح را نوشت . کدامیک 
از این دو تناسب صحیح است؟ به نظر شما تناسب درستی که را به دست می‌دهد کدام است؟ 


۳ در هر یک از شکل‌های زیر طول محهول > را محاسبه کنید : 


۱۵ 
۳۱ 
ب 
الف ۱ 
۶ ۴ 
۴ 
ک ۱۶ 
۲ 
۹ ۲ 
ب 
ب‌‌ 
۴ در مثلت ۸۳8 در شکل روبهرو. ِ ت 
1۳ 
بار استفاده از فضیه‌ی تالس ابت کنید ‌ ۳ 
عم _ طم 
0 ۴ 
0 


۸ 


۵ در شکل روبه‌رو ۳۵ با 30 موازی 
است. به کمک قضیه‌ی تالس طول : را حساب 


۲ دهکده‌ای ان دک تفن رودخانه و 
دکل‌هاق س اسر اتقال تترو در سوق :دیگر 
رودخانه واقع است. با توجه به فاصله‌های داده 


شده در شکل, طول سیم لازم برای برق‌رسانی به 
دهکده یعنی رآ را محاسبه کنید. 


۳-۳- مثلت‌های متشابه 

معلم درس هندسه‌ی آرش تصمیم گرفت به دانش‌آموزی که بتواند فقط به کمک یک خط کش 
ارتفاع ساختمان مدرسه را اندازه‌گیری کند. جایزه بدهد. آرش اندیشید که جگونه باید این کار را 
انجام دهد؟ ارتفاع ساختمان مدرسه خیلی بلندتر از خط کش او بود. او از خود پرسید ایا می‌توان راه 
راحت‌تری برای محاسبه‌ی ارتفاع ساختمان بدون اندازه‌گیری مستقیم آن پیدا کرد؟ ظهر در راه منزل. 


۳۲۱ ۳۱۱ ۱3۲۳۱ ۳ 
۱-1 ۱ 7 


۱ ۳ 


در حالی که به زمین خیره شده بود ناگهان متوجه این نکته جالب شد که طول سایه در ظهر خیلی کوتاه 
است و اندازهگیری آن با خط کش امکانپذیر می‌باشمد!؟ آرش فوراً به مدرسه بازگششت و طول سایه‌ی 
ساختمان مدرسه که بر زمین عمود بود و طول سایه‌ی خود را در حالت ایستاده به وسیل‌ی خط کش 
اندازه گرفت. او سپس قامت و سایه‌ی خود همجنین ساختمان و سایه‌ی آن را ضلع‌های دو مثلث 
قائم الزاویه در نظر گرفت. 


شکل ٩‏ 
آیا این اطلاعات برای تعیین اندازه‌ی ارتفاع ساختمان مدرسه کافی بود ؟ 


آرش اطلاعات خود را در شکل زیر منظم کرد. 6 ۸ 


0 _. ۳۹ 
طول سایه‌ی آدشف طرل سایه‌ی ساختمان 
شکل ۱۰ 
آنگاه 60 را روی ضلع 36 به اندازه‌ی ۷۲۳ جدا کرد و ۸۳8 را نیز بر 136 عمود نمود. 
حون دو خط ۸۵۳۲۰ و ۸ بر 13 عمودند. پس با هم موازی هستند. بنابراین . با استفاده از نتیجه‌ی۲ 


- شعاع‌های تابش با هم موازیند. 


۸" 


قضیه‌ی تالس 
۳ ۸ 3 _ ظ۸ 
۲ ۸-5 
آرش همجنین از همنهشتی دو مثلث ۸۳8 و 3۳1۳ (به حالت زضز) تساوی ۲۷۲ - "۸۳59 را 
به یت اور و کر (۱ سای یم که 


۳( 
۱۳/۱ 
با ۰ _ ظم 
۰ ۱۷۰ 
در نتیحه : 
و۷ 
بت 
۴ 


۸۵۰۰ 2 ۸۵ > ارتفاع ساختمان 
در شکل ۰۱۰ زاویه‌ی ) در دو مثلث ۸190 و )۸۳8 مشترک است و زاویه‌های 13 و 13 هر 
دو قائمه و برابرند. پس زاویه‌های ۸ و۸۳ نیز مساوی‌اند. همحنین دو مثلث ۸۳8/0 و ۳۲۲۴ 
همنهشت هستند. در نتیجه زاویه‌های نظیر دو مثلث ۸ و ۱۷۲۴ نیز با هم مساوی‌اند. از طرف 
دیگر, حون "۸۳8 -۰[۷۲۲ ۷۳-130 و ۸۳6 - ۸3۳ رابطه‌ی (۱) را می‌توان به صورت 
3 ظض 
۳ ۷۴ ۷۲ 
نوشت» یعنی ضلع‌های نظیر در دو مثلث متناسبند. در این حالت. دو مثلث را متشابه می‌نامند. 


دو مثلث را متشابه گویند. اگر زاویه‌های نظیر در آن‌ها برابر و ضلع‌های نظیر 


منال ۵: در یک ۱ فو فتلت 
متساوی‌الاضلاع رشان ۸ 


داده شده‌اند . 


شکل ۱۱ ۰ 


جون هر زاویه ملث متساوی‌الاضلاع ۳ است. بنابراین زاویه‌های این دو مثلث با هم 
قرابرین: از طرف دیگر. جون طول ضلع‌های هر مثلث متساویالاضلاع نیز مساوی هستند. هر سه 


۰ ۵8 ۸۵ 8 یت : 
سر ور مر د 2۳۳ با هم برابر خواهند بود زیرا دارای صورت‌های مساوی و مخرح‌های 


این تنم پس دو منلث متساوی‌الاضلاع به دلیل تناسب ضلع‌های نظیر و تساوی سه زاویه, 
طبق تعریف با هم متشابه هستند. 


هر دو مثلث متساوی‌الاضلاع هتسابه هستند . 


۳-۳ حالت‌های تشابه دو مثلث 

دو مثلث در سه حالت با هم متشابه‌اند. 

۱-۳-۳ تشابه دو مثلث در حالت تساوی دو زاویه 

آرش فقط با استفاده از تساوی دو زاوی‌ی 8 و 1 دو مثلث قانم الزاویه ۸۵ و ۱۷۴ 
را نتیجه گرفت. پس اگر یک زاویه‌ی حاده از یک مثلث قائم الزاویه با یک زاویه حاده از 
مثلث قائم الزاویه دیگر برابر باشد. آن دو مثلث با هم متشابه‌اند. جون زاویه‌های قائمه در این 
دو مثلث نیز با هم برابرند. پس دو زاویه از یک مثلث قائم‌الزاویه با دو زاویه از مثلث قائم‌الزاویه دیگر 
له این مطلب نه فقط برای دو مثلث قائم‌الزاویه بلکه برای هر دو مثلئی درست است. یعنی : 


اگر دو زاویه از یک مثلث, با دو زاویه از مثلت دیگر برابر باشند. آن دو مثلث 
متشابه‌اند. 


و ۸۲ با هم و زاویه‌های و 13 نیز با هم براپرند. 


۸ 


۸۶۰ شکل ۱۲ 


نقطه‌ی "۲ را روی ضاع ۸13 طوری انتخاب می‌کنیم که ۸۳ < ۸3 و از آن پاره‌خطی 
موازی 80 رسم می‌کنیم تأ ۸ را در 6۶ قطع کند. دو مثلث ۸0 و 4 7-۹ به حالت 
(زض‌ز) همنهشت هستند (جرا؟) بنابراین 2۵۳ ۸0 و 2190 0 13 . 
0 . ۸ ظ۸ 
ات تكص _ ۸2۳2 
همحنین, 2۸ ۵۶ 2۸ ۸0 و 2130 0 3 پس 
۲ ۸۲ 


0 ۸0 ۸۵۳۶ 
یعنی ضلع‌های دو مثلت متناسب هستند. از طرف دیگره زاویه‌های سوم دو مثلث ۸۵80 و 
0( پا هم برابرنده زیرا تفع 9 و حون 6 بقبم و 2-۱۸۰ 6 +13 + 
بسن )دی یمه ین یرک ارو میتی نف متشا یداژن 
۲-۲۲ تشابه دو مثلث در حالت متناسب بودن دو ضلع و تساوی زاویه‌ی بین 
آنها: در دو مثلث ۸8 و ۵۳8 (شکل ۱۳) 


شکل ۱۳ 
برای نشان دادن تشابه دو مثلث در اين حالت. باید تساوی دو زاویه‌ی دیگر و متناسب بودن ضلع سوم 
آن‌ها را نتیجه بگيريم. برای اين کار.نقطه‌ی "0 را روی ضلع ۸6 طوری انتخاب می‌کنیم که 
- 04 از 09 خطی موازی ضلع 130 رسم می‌کنیم تا ۸۶ را در نقطه‌ی ۳۳ قطع کند 
(نشکل ۱۳). بنابر قضیه‌ی تالس در مثلث ۸۵۲0 


7 
۱- 8 را «ب ز گوند» بخوانید. 


۱ ۷۲ 


۸ ۸۶ 0 
(۳ 


۱269 3 ۸1 5 ۳۹ 
مقدار مساوی ۸۵۳ یعنی ۸۳0 را در (۲) جایگزین می‌کنیم : 


۸ ۲9 
0 ۳ 

از (۱) و (۲) نتیجه می‌گیریم که 
)۳( ۲ - ۸۵۲۲ 


باراین, در مثلت "۸8*0 و ۸3*6 به حالت (ض ز ض) همنهشت هستند. پس سایر 
اجزای نظیر آنها نیز با هم برابرند. یعنی : 

(۵) ش 1-۳ 9۳6-۳ 

از طرفی جون پاره‌خط 3*07 با 3 موازی است؛ پس : 

2 ۳ شم 

از (۵) و (۶) نتمجه می‌شود که 3-13 و 7 -6۵؛ یعنی سه زاویه‌ی دو مثلت ۸30 و 
0 خنظر به نظیر با هم مساویند. 
با درنظر گرفتن ۸ - ۸ ۸8 - ۸9 و 8- 13*0 رابطه‌ی (۲) را دوباره 
می‌نویسیم : 


0 0 . ۸8 ۸ 
ا را( 


رابطه‌ی )۷ متتاسب بودن ضلع‌های نظیر دو مثلث ۸30 و 60 ۵ را ی می‌ دهد » سس 


اگر یک زاویه از یک منلث با یک زاویه از مثلث دیگر برابر و ضلع‌های نظیر این 
ره و را ۵ 


۸۸ 


منال ۶: در دو مثلث ۱16 و ۳3 


۷۲۲ _ ۲۳۴ _ 
۱۱ 


شکل ۱۴ 


ء ۸ ۸ 
و حون زاویه‌های ۱ و ۳ متقابل‌به‌راس هستند ‏ درنتیحه بل < ۱ بناپراین. دو مثلث ۲ و 


۲-۳۲ تشابه دو منلث در حالت 1 
متناسب بودن سه ضلع: تشابه دو مثلث را از 
متناسب بودن سه ضلع آن‌ها نیز می‌توان نتیجه 
گرفت. یعنی اگر در دو مثلث ۸۳90 و 1۷۲۳۲۳ ِ ۳ 

۹ ۳ 1۵ ۳ ۳ 

۳ 5 ( 2-۲( 
آنگاه می‌توان نتیجه گرفت که این دو مشلث 
متشایه‌اند. 


شکل ۱۵ 


هرگاه سه ضلع از مثلئی با سه ضلع از مثلث دیگر متناسب باشند آن دو مثلت متشابه‌اند. 


تمرین ۱: با استفاده از استدلال استنتاجی نشان دهید. هرگاه سه ضاع از مثلئی؛ با سه ضلع از 
ستیگ اس اش ابواه ان دو لت سسابه نش ( شک ۱۵ ]: 

راهنمایی: به اندازه‌ی ۷1 روی ۸۲ جدا کرده آن را "13 بنامید و به اندازه‌ی 21۳ روی ۸0 
جدا کنید و آن را ) بنامید. سپس 130 را رسم کرده. با استفاده از عکس قضیه‌ی تالس نتیجه را 


به دست اورید. 


۳۵ 


تمرین۲: نشان دهید در هر مثلث قائم الزاویه ارتفاع وارد بر وتره فبانکین فندسی بیم دو 


ی 
۱ در کدامیک از موارد زير دو مثلث متشابه‌اند؟ 
۸ 
۳ 
۳ ۳ ۵ ۳ 
0 5 1۲ ۹ 


(الف) 


۳ در کل روبه‌رو با و 10 ارتفاع های مثلث 
7 هستند. جرا دو مثلث 107 و ۲177 متشابه هستند؟ 


۴ در شکل روبه‌رو. نقاط ۰۸ ,1و آ به ترتیب نقاط 
وسط ضلع‌های ۳1۴, ۳2 و 1715 هستند. جرا دو مثلث ۸.1 
و ۳ متشابه‌اند؟ دلیل خود را توضیح دهید . 


زا پر کنیل : 
, ۸ ظ) 
0 1 بِ( 
پر مت ۱ 
3 ۶ ی 
۳۹۷ 
09 8 ۵ 


یک پل هوایی به هم مرتبط شده‌اند. محسن برای پیدا 
کردن ارتفاع اش بل الق شک فیک اتعهای ان 
ایستاد و شعاع دید خود را بر راس زاویه بین سطح 
زمین و ساختمان قرار داد. 

الف) جرا دو مشلث ۸90 و۸6 
متشابه‌اند؟ 


<م 
1 


ارتفاع پل یعنی اندازه‌ی 136 را به‌دست آورید!. 


۷ رازه 6-8 . طول ‏ و را پندا کنید. 


۴۳۸ 


۸ شکل زیر توسط یک نقشه بردار برای محاسبه‌ی عرض رودخانه رسم شده است. به کمک 
اندازه‌های مشخص شبده در شکل. عرض رودخانه را حساب ۳ 


٩‏ در شکل زیر شعاع‌های تقریبی زمین و خورشید و فاصله‌ی تقریبی مرکز زمین از مرکز 
خورشید داده شده است. به کمک یک ماشین حساب. طول تقریبی سایه ی زمین () را حساب کنید. 


۱۵۰۷۰۶۴۰۰ 


خورشسید 


۱-اندازه‌های ۵9 و ۸ تفریبی هستند. 


13 


۳ ۳ باره‌خط‌های متناسب در دو منلث متشابه 
با ایجاد سوراخی در مرکز دیواره‌ی یک جعبه‌ی مکعب شکل و قراردادن یک کاغذ مات در 


درون جعبه درست روبه‌روی سورأخ» می‌توان آن‌را به یک دوربین عکاسی ساده به نام جعبه‌ی 


تاریک تبدیل نمود". 


ت 
سا 


شکل ۱۶ 


همان‌طور که در شکل ۱۶ می‌بینید. تصویری که از یک شیء در جعبه‌ی تاریک بر روی 
صفحه‌ی مات ایجاد می‌شود وارونه است. پرتوهای نور که از شیء می‌تابند و از سوراخ جعبه عبور 
می‌نمایند, دو مثلث ایجاد می‌کنند که در شکل ۱۷ نشان داده شده است. طول تصویری که در جعبه‌ی 
تاریک ایجاد می گردد با فاصله‌ی شیء از سوراخ متناسب است. این فاصله. ارتفاع 05 از مثلث 
۷( است. 


شکل ۱۷ ۱ 


فاصله‌ی سوراخ تا صفحه‌ی مات نیز ارتفاع 6 از مثلث 0۳0 است.اگر دو ارتفاع 05 و 


۱- برای آشنایی پیشتر با طرز کار جعبه‌ی تاریک به کتاب آزمایشگاه فیزیک ۱ مراجعه نمایید. 


۱" 


فعالیت ۲-۳ 


در دو مثلث متشابه ۸۵۳ ور ۲ ۸ 87 - 8 و پاره‌ خط های ۸۵۲۲ و 
2-۳ به ترتیب ارتفاع‌های نظیر ضاع های ناو )3 هستند: 


۱ نیت تشابه ضلع‌های متناظر دو مثلث ۸19 و ۸۳0 را بنویسید. 
یگ تشابه ضلع‌های متناظر دو مثلث ۸۲1 و ۸۳۲۲/۲ را بنویسید. 


ام ام 


. از مقایسه‌ی ۱ و ۲ نتیجه می‌گیريم : 


در در منت مشاه اظه ر ۲۱ ۸ ۱ نسبت ارتفاع‌های نظیر برابر با سبت 
تشابه است. یعنی : 
۰ 10 0 ۸۳ 


۸ ۸۵0 2 


۵. جرا دو مثلث ۷630 و 0۳0 در شکل ۱۷ متشابه‌اند؟ دلیل آن‌را توضیح دهید. 
۶ نتیحه‌ی تاخسست املهق: فش ۲ ۱ برای دو مثلث متشابه 1۷۲0 و 0۳0 بنویسید 


(شکل ۱۷). 
سوراخ ۰/۲ متر و ۳0۵ طول تصوير درخت ۰/۱ متر باشد. طول درخت را پیدا کنید. 
منال۷: مریم برای پیدا کردن ارتفاع درخت مقابل خانه‌ی خودشان, یک تکه مقوا به شکل 


۹۴" 


مثلث قائم الزاویه با اندازه‌ی اضلاع زاویه‌ی قائمه‌ی ۰/۲متر و ۰/۴متر ساخت. اگر او در فاصله‌ی 
۸ متر از درخت بایستد می‌تواند. با نگاه کردن در امتداد وتر مثلث, نوک درخت را ببیند. فاصله‌ی 


۳ 


حل: دو مثلت قائم‌الزاویه در یک زاویه‌ی حاده با هم مشترک هستند. پس با هم متشابه‌اند. 
درنتیجه ضلع‌های نظیر آن‌ها با هم متناسب‌اند. درنتیحه : 


۸ ۱ -«صر_ 
۴ 


۶ ۰ 


اما جون فاصله‌ی جشم مریم از زمین ۱/۶ متر است» پس 
2-۶ ارتفاع درخت 
۵ -< ارتفاع درخت 
با استفاده از روش بالا می‌توان ارتفاع بلندی‌های مختلف از جمله #7 میدان ازادی تهران را 


۱ ۵ 


ب 
5 در شکل زير : 


الف ) اگر ۰۳۳-۶۰۲ 8-۶ و ۸۳-۲ طول ۸6 را بیابید. 

ب) اگر 80-۱۵ 13۳-۲۱ و ۴ ۸۳ طول 1 حقدر است؟ 

۲ اگر دو مثلث متشابه باشنده ثابت کنید نسبت نیمسازهای نظیر در آن‌ها برابر است با نسبت 
تشایه دو مثلث. 

۳. در شکل زیر دو مثلث متشابه‌اند و 136 نیمساز زاویه‌ی ظ و ۳۲1 نیمساز زاویه‌ی نظیر 3 
یعنی۳ است. با استفاده از مقادیر داده شده. » را حساب کنید. 


۳۴ ۱۸ 


۵. در شکل زیر دو مثلث 00۳ و 0۴81 متشابهاند و 70 016 . اگر 111-۲۰ طول ۳۳ 


را حساب کنید. 
2 
0 
۳ ۳ 1 سب 1 
۶-۲- محیط و مساحت شکل‌های متشابه 
ها وهای سای او وانس را ان می‌دهند از کقار نف تفت یی ۱ 
مقیا تسیب برای مثال. اگرمقیاس نقشه‌ای سم باند.یعنی طول فاصلهها روی 


نقشه» ۵۰,۰۰۰ پار کوحک‌تر از فاصله‌ی واقعی است. کتک تیان باه قوس شا ن اطلاعاتی 
از قبیل مساحت یک استان کشور. محیط يا طول خط مرزی یک استان يا فاصله‌ی بین دو شهر را 
اندازه‌گیری کرد. جون نقشه با شکل واقعی کشور متشابه و مقیاس داده شده برای نقشه همان نسبت 
تشابه است. دانستن نسبت محیط‌ها و مساحت‌های شکل‌های متشابه برحسب نسبت تشابه اهمیت 
پیدا می‌کند. 

مثال۸ : در شکل ۱٩‏ دو مثلت ۸0 و ۸۳ متشابه هستند. زیرا ضلع‌های نظیر آن‌ها 
متناسبند. نسبت تشایه براپر است با 


۳ 
۲ / 


ِ 
۱ 


4 


. 3 


محیط مثلث ۸190 ؛ یعنی مجموع طول‌های ضاع‌های آن 
2۵ ۱۷۵+ ۳+۶ 
و محیط مثلث ۸۳۳0 
۵ ۵ < ۲/۵ +۲ +۱ 


۱۶/۵ 


۵. محیط مثلث ‏ ۸۵86 


۲ ۵/۵ معط ریات ۸۱3۲ 


پس در این دو مثلث. نسبت محیط مثلث بزرگ‌تر به محیط مثلث کوجک‌تر برابر با نسبت 
تایه انست: 

مثال٩‏ : در شکل ۱٩‏ ارتفاع‌های 01۷ از مثلث ۸80 و 013 از مثلث ۸۳80 را رسم 
می‌کنیم. طبق نتیجه‌ی فعالیت ۰۲-۳ 


0 01۲ 
)۱ ۳ سبت شابه < رم 
از طرفی 

0 - مساحت مثلث ۸130 

- ۳ 

۲ 

و 

۲ 


- شیاعت‌ هساک ۳۱۵ 
۸ ۴ ۱ ۸ , ۱ 
7 <۱*< "00۳1 - < 
۲ ۲ 
از تساوی (۱) نتیجه می‌گيريم که ۳۵۲۲ 2 013 . بنابراین 


- 6 - مساحت مثلث ۸86 


۹۸ 


٩ ۲ 7‏ 
۳ ساحت مثلث ۸80 

۹ 
- ٩-۳۲ 


اعاص ام 


پس در این دو مثلث, نسبت مساحت مثلث بزرگ‌تر به مساحت مثلث کوجک‌تر توان دوم 
نسبت تشابه است. ایا دو نتیجه‌ی به‌دست امده از این دو مثال. برای هر دو مثلث متشابه درست است؟ 
یعنی آیا اگر دو مثلث متشابه بائمند. نسبت محیط‌های آن‌ها برابر نسبت تشابه و نسبت مساحت‌ها برابر 
توان دوم نسبت تشابه است؟ 


1۵ ۵ ظ 


تا + 


محیط‌های این دو مثلث از جمع کردن طول‌های ضاع‌های آن‌ها بهدست می‌آید. پس 
۸+6 +۸8 - محیط مثلث ۸86 


+۸0 +۸۲2 < محیط مثلت ۸۵۳۰0 
بنابر ویژگی ۴ تناسب‌هاء 
محیط مثلث ۵80 ۸0+8+ظه _ ظم۸ 


محیط مثلت ۸8 ۵0اه ۸ 


۱ 


۱ را ۵ 
در دو مثلث ۸۵۳6 و ۲0 ظر 
۸8 - مساحت مثلث ۸0 
- مسا مت 0( 


از طرفی 


درنتیجه : 
۱ 
م1 ساخت: لت ۸9 
0 تحت مثلث "خر 
29 ِ_ 
0 
مب 
۳ص 2۰11۵9(" 
ظطض 
0( 


‌ ای 


(سب) - 


۹ 
چون 7ومم همان نسبت تشابه دو مثلث است. به این ترتیب: 


در دو مثلث متشابه, نسبت مساحت‌ها برابر توان دوم نسبت تشابه است. 


ان ٩‏ 9۱ یساس ای دی متا سای ۱۶ ایتر تست سعط‌های آن‌ها را #ذسیخ 
آورید. 
خل؛ ار تبییت شاه دی متلت 1 باشته 
یت مساحت‌ها 


ات 


< نسبت محیط‌ها 
مثال۱۱: متلث قائمالزاویه‌ای به طول ضلع‌های ۵. و ه تیک 
را در نظر بگیرید. آنگاه سه مثلث متساوی الاضلاع بر روی این ۳ 
سه ضلع بسازید (شکل ۲۱). 
شکل ۲۱ 


۳9 مساحت ۸ 
۴ 
راعش 8 
۴ 
ان 
۴ 
از طرف دیگر, در هر مثلث قائم الزاویه. رابطه‌ی فیثاغورس برقرار است»پس : 
+ 9 - اج 
دو طرف رابطه‌ی بالا را دز 7 طرتاس کم 
۲ ۷۳ 
۴ + 9 2-6 3 
جون 
- فسات با و اک - انیت و ار 31 2 مساحت ۸ 


فساحت 0 مساحت 9 - مساحت ۸ 


بنابراین اگر به جای مربع‌هایی که روی سه ضلع مثلث قائم‌الزاویه ساختیم. سه مثلث 
متساویالاضلاع بر روی سه ضلع مثلث قائمالزاویه بسازيم. باز هم همان رابطه بین مساحت‌ها برقرار 
است. یعنی مجموع مساحت‌های مثلث‌های ساخته شده روی ضلع‌های زاویه‌ی قائمه برابر با مساحت 
مثلث ساخته شده روی وتر است. 

اناد مود مساحت‌های هر سه شکل متشابهی که روی سه ضلع مثلث فائم‌الزاویه ساخته 
می‌شود؛ باز هم رابطه‌ی فوق برقرار است؟ به آن فکر کنید!! 


شکل ۲۲ 


۱- مجسمه‌ی فیثاغورس در موزه‌ی کاپیتولینو در رم (مأْخذ : ژاکوب, ۰۱٩۷۳‏ صفحه ۴۱۲). 


۰ 


مجله‌ی ریاضی 

در و فلت مسیاب سب رای متناظر مانند ارتفاع‌ها, نیمسازها و مانهها پا 
در مر ده در تا مسا درب ات تطو کل در تاه دراد ده دا 
بین نقاط دو شکل, یک تناظر برقرار باشد و مثلئی که با هر سه نقطه از یک شکل ساخته 
منود میات کدیا یه قطهی متاظر ار کل دیگر ساخته مشود مشاه اند , 
رای تال می‌توان دو جند ضلعی متشابه را به مثلث‌های متشابه تقسیم کرد و نتایج 
بیط هتفای ماه رای نها ۸ کار ار تک تاه 


نسبت تشابه برابر است و نسبت مساحت‌ها برابر توان دوم نسبت تشابه است. این مطلب 


نسبت تمام اجزای آن مقدار ثابتی است که برابر با نسبت تشابه است. در نتیحه» نست 
برای مثال. جون هر دو دایره با هم متشابه‌اند. می‌توان مساحت دایره 0 به شعاع 
۲ را به وسیله‌ی دایره‌ی "0 به شعاع واحد محاسبه کرد : 


مساحت دایره‌ی 0 


که را تب 
1 ()< (نسبت تشابه) < 0 


۱ 
و حون مساحت دایره‌ی واحد برابر 7 است. 
مس ات دایره به شعاع ۲ 
با همین استدلال. در شکل ۲۲ (تصویر فیناغورس) جون هر سه شکل متشابه‌اند (دلیل 
۰ 9 ۳ مساحت شکل روی ضلع 9 


۱ ۳ 
۱0 مساحت شکل روی ضلع » 


۳( 9 مساحت شکل روی ضلع ۵ 
0 مساحت شکل روی ضلع » 


۱- اجزای مورد نظر شامل زاویه‌ها نمی‌باشد. 
۲- در این تعریف, منظور از شکل. محموعه نقاطی از صفحه است که بر یک خط قرار ندارند. 


بت ۱ 


از طرفی, طبق قضیه‌ی فیثاغورس در مثلث قانم الزاویه‌ی شکل ۰۲۲ 


۲+ کول 
دو طرف رابطه‌ی فوق را بر" تقسیم می‌کنیم ؛ 
۳ 
۵ 
پا 
۳( 0 
0 0 


رابطه‌ی (۱) و (۲) را در (۲) جایگزین می کنیم : 
و سر ی 
( ۱ 


از رابطه‌ی فوق مخرج مشترک می‌گيریم : 
مساحت شکل روی ضلع (« مساحت شکل روی ضلع ۸ 
مساحت شکل روی ضلع » 
طبق خاصیت تناسب. حاصل ضرب جمله‌های کناری برابر با حاصل ضرب 
جمله‌های میانی است. در نتیجه ؛ 


مساحت شکل روی ضلع 0+ مساحت شکل روی ضاع ۸ < مساحت شکل روی ضلع > 


تا 
5 اگر ضلع‌های کوجک‌تر دو مثلث متشابه ۵ و ۶ سانتی‌متر باشد. قسی فا خت‌های آن‌ها 
را به‌دست اورید. 
۲. مساحت‌های دو مثلث متشابه ۱۶ و ۲۵ سانتی‌متر مربع است. نسبت اضلاع متناظر را به 


دست اورید. 


9 | 


۳ در دو مثلث متشابه مساحت یکی ۱۱ برابر دیگری است. اگر طول یک ضلع از مثلث 


۴ نسبت مساحت‌های دو متلث متشابه ل کر توت ها زا یا زر 


0۵ مخیط‌فاق در فتل مشاه ۲۵ و ۲۵ بباش‌فر است: ای شساحتسات رسک ۵۰ 


۶ با توجه به اندازه‌های روی شکل و ۳۵ 2 ۸ به سوّالات زیر پاسخ دهید. 


الف) نسبت مساحت‌های مثلث‌های )۸ و 1«۳۲ظ را بیایید. 
با ات لت ۲ رز بات اور 


۷. در شکل زیرء 136| 5۳ . اگر نسبت مساحت‌های متلث‌های ۸8 و 6 ۸3 برابر 7 باشد. 


نسبت ارتفاع‌های متناظر را به‌دست آورید. 
۸ 
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۸ مثلت‌های ۸1:0 و ۸۳30 متشابه‌اند. اگر طول ضلع‌های مثلث ۰۸90 ۸۰۵ و ۱۱ 
سانتی‌متر و محیط مثلث ۸۳1 برابر ۶۰ سانتی‌متر باشد. طول ضاع‌های مثلث ۸۳8/0 را به‌دست 


أ‌ ورید. 


۱ ۵ 


۸10 و ۱۴ سانتی‌متر است. مثلث ۳۵1 با مثلث‎ ٩۰۷ ۰۸10 طول ضاع‌های مثلث‎ ٩ 
متشابه است و طول بزرگ‌ترین ضلع آن ۱ سانتی‌متر است. یط مت ۳۱ ۱ یت ور‎ 
در شکل زیر نسبت مساحت‌ها را بیابید.‎ ۰ 


۶ 


نظر بگیرید. 


۸ 


۱ مساحت مثلث ۸0۳۲+ مساحت مثلث ۸۳۲۲ -< مساحت مثلث ۸90 


مساحت مثلث ۸۳1 . مساحت مثلث ۸۵8۲1 _ 


مساحت متلت ۸96 ۰ مساحت مثلت ۸86 ۳ 


4 


رکش , «قش - 
۳ (ع۰ (82) ۱2 
۵ ۸0۲+ ۸۲ 80 


الف) دلیل درستی هر مرحله را توضیح دهید. 
ب) آیا پنج مرحله بالا اثبات دیگری برای قضیه فیثاغورس است؟ (جرا؟). 


ا در فضای سه بعدی زندگی می‌کنيم و 
اشسیای اطراف ماء سه بعدی هستند. کلاس درس یا 
تأق منزلی که در آن زندگی می‌کنیم نمودهایی از 
قیاق هه مق ها ی وضالی فزو کلایی 
هم اشیای سه‌بعدی می‌باشند. 

در این فصل می‌خواهيم درباره‌ی بعضی از 
شکل‌های فضایی صحبت کنیم و ویژگی‌های مقدماتی 
ان‌ها را پشناسیم. 


بل .۱ 


۱-۴ خط و صفحه در فضا 

کلاس درس تمودی از فضای سه‌بعدی است. سقف" و کف کلاس و هرکدام از دیوارهای آن 
نشان‌دهنده‌ی یک صفحه هستند. محل‌های تلاقی دیوارهای کلاس و کف آن یک خط در فضا 
تشکیل می‌دهند. صفحه‌ی کتاب یا دفترجه‌ای که روی آن می نویسید نیز نشان‌دهنده‌ی یک صفحه در 
قضا اینترله‌های کاب: ط‌های خر شتا ختن هان شیر کتظ در فضااه فرظرت 


نامحدود است. صفحه نیز از همه طرف در فضا نامحدود است. 


را با متوازیالاضلاع نشان می‌دهیم. 
دو خط در یک صفحه موازی نامیده می‌شوند اگر هیج نقطه‌ی اشتراکی نداشته 
را 


بار دنگربه کلاین درین خود ناه کنید: لبه‌ی بالایی تخته سیاه یک خط در فضا است. اگر 
این خط را ادامه دهیم. سقف کلاس را قطع نمی‌کند. در این وضعیت می‌گوييم لبه‌ی بالابی تخته سیاه 
با سقف کلاس موازی است. 


سکل؟ 


۱- سقف کلاس‌ها در همه‌ی مناطق ایران نشان‌دهنده‌ی یک صفحه نمی‌باشند. به عنوان مثال. سقف‌های گنبدی شکل 
مناطق کویری و سقف‌های بعضی مناطق شمال ایران به‌صورت یک صفحه نیستند. 


۱۸ 


حالا به خط قائم گوشه‌ی کلاس نگاه کنید. این خط برکف کلاس عمود است. خطی که یک 
صفحه را قطع می‌کند با خط‌هایی که درون صفحه قرار دارند و از نقطه‌ی تلاقی آن خط با صفحه 


نکته: می‌توان نشان داد که در تعریف فوق عمودبودن خط بر حداقل دو خط متقاطع در 
صفحه کافی است. 


دو دیوار روبه‌روی هم در کلاس, یکدیگر را قطع نمی‌کنند. یعنی بخش‌هایی از دو صفحه‌ی 


موازی هستند (شکل ۴). 
شکل؟ . 


از طرف دیگر هریک از دیوارهای کلاس درس برکف کلاس عمود است. 


۹ 


۲-۴ مکعب مستطیل 

بهشکل ۵ نگاه کند .ان شمکل یک مکمپ مستطیل است. 
در زندگی روزانه با اشیای بسیاری مر داریم که به کل 
مکعب مستطیل هستند. جعبه‌ی خمیردندان. جعبه‌ی دستمال 
کاغذی, قوطی کبریت و بعضی از مدادپاکن‌ها نمونه‌هایی از مکعب 
ستطیل هسنند. مکمب مستطیل شکل خاصی از چندوجهی است 
(شکل ۶). 


بخش هایی از صفحه‌ها که جند وجهی را پدید می‌آورند سطح‌هایی با محیط جندضلعی ایجاد 
می‌کنند. هرکدام از این جندضلعی‌ها! یک وجه. ضاع‌های این وجه‌ها. یال‌ها و رأس‌های این وجه‌هاء 
رأس‌های چندوجهی نامیده می‌شوند. 


وجه‌های روبه‌رو در مکعب مستطیل موازی و همنهشت 


۰ ۵ 

در ود 

هستند. وجه‌های مجاور یک مکعب مستطیل صفحه‌های عمود سل 
ت 11 


مشتطیل »و ین ۱۱ ال وارق, شکل ۷ 


الف) در شکل ۰۷ 13.۸ و 6 سه رأس مکعب مستطیل هستند. رآس‌های دیگر را نم ببرید. 

ب) ۸3 و 01 دو یال این مکعب مستطیل هستند. یال‌های دیگر را نام بپرید. 

پ) پارهخط ۸6 دو رأس متقابل ۸ و ) را به هم وصل کرده است. رأس‌های متقابل دیگر را 
نام بپرید . 


فرض کنید طول یال‌های ۸ «1ظ و 313 به ترتیب ۸ 
کنیم. جون یال ۸33 بر وجه پایینی مکعب مستطیل عمود است. 
بنابراین مثلث ۸130 قائم‌الزاویه و ۵6 وتر آن است. پس با 


ژل . 


طول ضلع ۸33 از مثلت ۸13 برابر ۵ است ولی طول ضاع دیگر یعنی 196 داده نشده است. 
اما حون مکعب مستطیل از وجه‌های مستطیل‌شکل تشکیل يافته است. پس ۰ < «1) - 3۳ . مثلث 


نیز قائم الزاویه است و 80 وتر آن است. پس می‌توانیم از رابطه‌ی فیثاغورس طول 30 را 


۲+ 9 - 30۳ 
5 ۲ ۲ ۲ 
بنابراین ۲0 ۸8 2 ۸0 
(آع + )+ او < 
آم + او + او < 
درتتیحه : 
)۱( + 9+ ۸0۰۵ 


منال ۱: طول یال‌های ۰۸ 31 و 17 در مکعب مستطیل شکل ۸ به‌ترتیب ۲۰۱ و ۲ 
باتش ففر انسته طول فط ترا مصاسیه کنید: 
حل: با قراردادن ۰۸۱ 9<۲ و 62۳ در رابطه‌ی (۱) طول ۸0 را ب‌دست می‌آوريم 
2۴ ۴+۹ +۰۱< ۸0 


مکعب مستطیلی که طول یال‌های آن با هم برابر باشند. مکعب نامیده می‌شود. 


مثال ۲: اگر طول یال‌های مکعبی برابر ه باشد. طول قطر آن را پیدا کنید. 
حل: جون طول یال‌ها برابر 4 است. پس در رابطه‌ی (۱) به‌جای 9.۸ وه مقدار ۵ را قرار 
می‌دهیم . 
۳و - 2۱/۳۵۲ + آه+ و۸6۰ 


لژ 


مثال ۲: اگر طول یال مکعب را دو برابر کنیم. طول قطر آن چه تفیبری می‌کند؟ 
حل: اگر طول یال‌های مکعب شکل ٩‏ را دو برابر کنیم» آنگاه طول یال مکعب جدید, 2۶۵ ۲۷ 
خواهد بود. اگر قطر مکعب جدید را ۸0۳ بنامیم, به کمک رابطه‌ی (۱) طول آن‌را به‌دست می‌آوريم. 
ره + رم + رد۸ 
و 
2-۲۵۰۳ 
۲۸0 


درنتیجه؛ اگر طول یال مکعب را دوبرابر کنیم, طول قطر آن نیز دوبرابر می‌شود. 


فعالیت ۱-۴ 


الف ) به مکعب شکل ۱۰ نگاه کنید. این شکل را در دفتر خود رسم کنید. 


شکل ۱۰ ند 
۱. در اين مکعب رأس تقابل رأس 1 را نام بپرید. 
5 کدام‌یک از یال‌های این مکعب با یال ۷1۵ موازی هستند؟ 
۳ این مکعب حند قطر دارد؟ آن‌ها را رسم کنید و نام ببرید. 
ب) حال پاره‌خط‌های ۰1۳ ۷۷۲ و ۱۷ را نیز به شکلی که در دفتر خود رسم کرده‌اید اضافه کنید. 
۴ اندازه‌ی زاویه‌های ۲۷۷۳ و ۷۷۳ را به‌دست اورید. 
انداژعی زاویه 1۳۲ رز ادست اووین: 
۶ آیا رابطه‌ی 1317 +11۷12 > 11۷712 برقرار است؟ حرا؟ 
۷ اگر طول یال اين مکعب ۸ سانتی‌متر بائند. طول پاره‌خط ۷۷1 را حساب کنید. 
در شکل ۰۷۷1۰۱۰ قطر وجه نامیده می‌شود. 


بل . 


آیا هنگام نوشیدن آب داخل یک لیوان, از خود پرسیده‌اید مقدار آبی که درون لیوان جای 
می‌گیرد جقدر است؟ یا هنگامی که بادکنکی را باد می‌کنید از خود پرسیده‌اید جه اندازه هوا داخل 
بادکنک جای می‌گیرد؟ یا گنجایش مخزن سوخت اتومبیل جقدر است؟ 

برای اندازه‌گیری طول یک پاره خط واحد طولی مثل سانتی‌متره یا میلی‌متر انتخاب کردیم و با 
انتخاب آن واحدی نیز برای اندازه‌گیری مساحت مثل سانتی‌مترمریع یا میلی‌مترمربع ب‌دست آوردیم. 
برای محاسبه‌ی حجم یک شکل فضایی نیز محتاح یک واحد هستیم. این واحد. حجم مکعبی با طول 
یال واحد است که برابر یک سانتی‌متر مکعب يا یک میلی‌مترمکعب (برحسب واحدی که برای اندازه‌گیری 
طول یال آن انتخاب می‌کنیم) در نظر گرفته می‌شود. همان‌طورکه برای محاسبه‌ی مساحت مستطیل 
آن‌را با مریعهای واحد پوشاندیم. برای محاسبه‌ی حجم یک مکعب مستطیل آن‌را با مکعب‌های 
واحد (مکعب‌هایی با طول یال واحد) پر می کنیم و با شمارشی تعداد آن‌ها یا کسری از آن‌ها؛ ححجم 
مکعب مستطیل را می‌ياییم . مکعب مستطیل شکل ۱۱-الف دارای یال‌هایی به طول‌های ۳ سانتی‌متره 
۲ سانتی‌متر و ۵ سانتی‌متر است» که آن‌ها را طول, عرض و ارتفاع آن می‌نامند. این مکعب مستطیل 
را مانند شکل ۱۱-ب با مکعب‌های واحد پر می‌کنيم. جون ارتفاع مکعب مستطیل ۵ است. ۵ ردیف 
از مکعب‌های واحد آن‌را پر می‌کنند. در هر ردیف نیز ۶ مکعب وجود دارد زیرا وجه پایینی این مکعب 
مستطیل مستطیلی با طول ۳ سانتی‌متر و عرض ۲ سانتی‌متر است و مساحت مستطیل ۳-۶ <۲ 
سانتی‌مترمریع است. بنابراین در هر ردیف ۶ مکعب واحد لازم خواهد بود. درنتیجه : 

۲ ۳۵ < ۶۵ < ۰ 


الف 


شکل ۱۱ 


مکعب واحد برای پرکردن کل فضای داخل مکعب مستطیل لازم است. از اين رو حجم این 


۱۴ 


ارتفاع >« عرض « طول < حجم مکعب مستطیل 


طول و عرض مکعب مستطیل در واقع طول و عرض مستطیل وجه پایینی آن هستند که 


۱ ست. درنتیحه : 


ارتفاع < مساحت قاعده < حجم مکعب مستطیل 


فعالیت ۲-۴ 


سه مکعب به طول یال‌های ۰۱ او ۲ اش نطانق شکل ۱۲ جر ظر بگزرید: 


۳ ۲ ۱۳70 
شکل ۱۲ 
۱ مجموع مساحت‌های همه‌ی وجه‌های مکعب را به‌دست آورید و آن را مساحت کل بنامید. 
۲. اگر طول یال یک مکعب را دو برابر کنیم» مساحت کل آن جه تفیبری می‌کند؟ 
۳ اگر طول یال مکعبی را سه برابر کنیم, مساحت کل آن جه تغییری می‌کند؟ 
۴. حجم هرکدام از این مکمب‌ها را حساب کنید. 
۵ اگر طول یال مکعبی دو برابر یا سه برابر شود. حجم آن جه تغییری می‌کند؟ 
ان هی مکی و بان ش راودا کی 
حل: جون طول و عرض و ارتفاع مکعب با هم برابرند. درنتیجه : 
"< " (طول یال) < حجم مکعب 


۳ ۵ 


مسائل 

۱ نمایی از خط‌ها و صفحه‌هایی که در کلاس درس با اتاق منزل خود می‌بینید در دفترحه خود 
رسم و خط‌های عمود بر صفحه‌ها را نام گذاری کنید. آنگاه. همه‌ی زاویه‌های قائمه‌ای را که تشکیل 
می‌شوند نام ببرید. 

۲ در شکل زیر خط (۳1 بر صفحه‌ی 7 عمود است و خط‌های ب01 و 03۶ درون صفحه 


ند ۰ 


الف) از عمود پودن خط بر صفحه, حه نتیجه‌ای به‌دست ی آووند؟ 
۳ در شکل زیر پاره‌خط 126 بر صفحه‌ی ٩‏ عمود است و 1۸ < 1۳ . حرا زاویه‌ی 1۳26 
با زاویه‌ی 1۸26 مساوی است؟ 


به دست اورید. 


۵ کر طول قظر مکی ۶ دبانه:شتاخت کل را تعسات کنین, 


۱۶1 


به تصویر زیر نگاه کنید. این تصویر» نمونه‌هایی از یک منشور است. 


مسر بت حد ره ات هدر وه آن همهدت ولو ردو فا ی 
موازی قرار گیرند و وجه‌های دیگر آن متوازیالاضلاع باشند. 


دو وجه همنهشت منشور که در دو 
صفحه‌ی موازی قرار می‌گيرند. قاعده‌های منشور 
نام دارند.وجه‌های دیگر که متواژی الاضلاع 
هستند. وجه‌های جانبی و یال‌هایی از منشور که 
محل تلاقی وجه‌های جانبی منشور هستند. 
یال‌های‌جانبی نامیده می‌شوند که همگی با هم 


و بر هر دو قاعده عمود است. 
اگر یال‌های جانبی بر قاعده‌های منشور عمود باسند» آن‌را یک منشور قائم و اگر یال‌های 


شکل ۱۵ 


منشور را بر اساس شکل جندضامی قاعده‌های آن نامگذاری می‌کنند. مثلا اگر قاعده‌ی یک 


[ 1 


منشور مثلثی منشور جهارضلعی منشور پنج ضلعی 
شکل ۱۶ 
فیزنگتان‌ها معمو لا یه قطتلی قیقهای ات شکلی که ۲ 
می‌تواند نور را به طیف‌های آن تجزیه کند, منشور می‌گویند. . * 2 
این قطعه شيشه یک منشور مثلثی قائم است ( شکل ۱۷). هم 
تمرین ۱: شکل ۱۷ یک منشور مثلثی است. شکل ۱۷ 


۱۸ 


الف) قاعده‌های این منشور را نام ببرید . 
ب) این منشور جند وجه جانبی دارد؟ وجه‌های جانبی ان جه شکلی دارند؟ 
پ) یال‌های جانبی آن‌را نام بپرید. 

تمرین ۲: در شکل ۱۸ یک منشور چهارضلعی قانم می‌بینید. 
الف) این منشور چند وجه دارد؟ 

ب) وجه‌های آن چه شکلی دارند؟ 

پ) یال‌هایی از این منشور را که موازیند. نام ببرید. 


جى‌ 


شکل ۱۸ لا 


۸۰ 


می‌توان مجموع مساحت وجه‌ها را برای هر منشور دلخواه نیز مانند مساحت کل مکعب 
مستظیل دس اور : 


فعالیت ۲-۴ 


طول ضلع‌های قاعده‌ی منشور شکل ۰۱٩‏ به ترتیب ۰۱ ۲۰۲ و ۴ واحد و طول یال‌های جانبی 
آن ۶ واحد است. 

ام نات هریکت از برحه‌هاق حاین امن تلور را توس آورشه 

۲ مساحت جانبی منشور حقدر است؟ 

۳ محیط قاعده را بهدست آورید و آن‌را در طول یال جانبی ضرب کنید. 

۴. از مقایسه‌ی پاسخ سوال‌های ۲ و ۲ جه نتیجه‌ای می‌گیرید؟ ه 


۱٩ شکل‎ 


۵ اگر طول یال جانبی یک منشور قائم 18 و محیط قاعده‌ی آن 9 "باشد برای محاسبه مساحت 
جانبی منشور چه فرمولی پیشنهاد می‌کنید؟ 

۶ گر طول. عرض و ارتفاع یک مکعب مستطیل یعنی یک منشور جهارضلعی قائم ۵, 0 و > 
باشند. به کمک نتیجه‌ی سوّال ۰۵ فرمولی برای پیدا کردن مساحت جانبی مکعب مستطیل به‌دست آورید. 

۷ ساحت کل مکعب مستطیل سوال ۰۶ برحسب ۵ 0 وه حقدر است؟ 

یک دسته از منشورهای جالب آن‌هایی هستند که قاعده‌ی آن‌ها جندضلعی منتظم است (سکل 


/ : 
۰ 1 
۰ ۰ 
0 ۰ 
۰ 1 
۰ ۰ 
۰ 
۱ 
۶ 
2 ۱ 
۳ -ِ 
۰ 
4 ۰ 
ِ ۰ 
۰ 
۳ ۰ 
: 


شکل ۲۰ 

هرجه تعداد ضلع‌های چند ضلعی منتظم بیشتر می‌شود, قاعده‌ی منشور به دایره نزدیک و 

نزدیک‌تر می‌گردد. اگر تعداد ضاع‌های جند ضلعی خیلی زیاد شود. هرکدام از وجه‌ها باریک و 

باریک‌تر می‌گردند تا تقریبا شبیه به یک خط می‌شوند و قاعده‌های منشور بیشتر و بیشتر شبیه دایره 

می‌شوند. درنتیجه منشور حاصل به یک شکل فضایی که قاعده‌ی آن دایره است تبدیل می‌شود. این 
شکل فضایی را استوانه می‌نامند. 


۳۹۹ ۱ 


و 


7 


محیط ۲:۵۵ -۱ 


بسیاری از وسایلی که در زندگی روزانه با آن‌ها سر و کار داریم» استوانه‌ای‌شکل هستند. 
بعضی از لیوان‌های آب‌خوری, پیستون موتور اتومبیل‌ها و لولههای آب همگی استوانه‌اند. 


ت 


شکل ۲۲ 


اما میت تست میم اس ند ی شکل وا نام پیرید؟ 


اگر محوراستوانه یعنی, پاره‌خطی که مرکزهای دو قاعده را به هم وصل می‌کند, پر قاعده 
عمود باشد. استوانه را قائم و در غیر این صورت آن‌را مایل می‌نامند (شکل ۲۳). 


محور 


استوانه مایل انتوانه دم 
شکل ۲۳ 
توجه: در استوانه قائم محور استوانه همان ارتفاع استوانه است. 


همانند منشور» مساحت رویه‌ای (سطحی) که اطراف استوانه را تشکیل می‌دهد. مساحت 
جانبی و مت ساحت جانبی و فساعت‌های دو قاعده ساحت ص نامیده می‌شود . 


اتید 3 ورد تعریف دقیق ریاضی پرهیز کرده‌ایم. 
(سطح - رویه) ۲-۵ 


فلا . 


فعالیت ۴-۴ 


طول محور یعنی طول ارتفاع استوانه قائم شکل ۲۴ برابر ۵ سانتی‌متر و شعاع قاعده‌ی آن ۲ 
سانتی‌متر است. فاعده‌های اين استوانه را بردارید و از کنار, آن‌را به موازات محور برش داده و باز 
کنید. یک مستطیل به‌دست می‌آید. 

۱ طول و عرض مستطیل حاصل حقدر است؟ 

نع فطل رآ فقس او نن: 9 
. مساحت این مستطیل جه رابطه‌ای با مساحت جانبی استوانه دارد؟ 


۲ 
. با توجه به پاسخ سوال ۰۲ مساحت جانبی استوانه جیست؟ شکل ۲۴ 
. مساحت هریک از دایره‌های استوانه‌ی شکل ۲۴ حقدر است؟ 

. مساحت کل استوانه را حساب کنید. 


۲ 
۳ 

۴ 

۵ به همین روش, مساحت جانبی یک استوانه پا ارتفاع « و شعاع قاعده‌ی 7 را به‌دست آورید. 
۶ 

۷ 

۸. به کمک پاسخ سوال‌های ۶ و ۰۷ مساحت کل استوانه‌ی سوّال ۵ را محاسبه کنید. 


ص_ 


. طول هر یال مکعب شکل زیر ۶ سانتی‌متر است. 


الف) طول >11 بعنی قطر وجه >01(۷1 حقدر است؟ 

ب ) طول قطر 11(۷ حقدر است؟ 

۲ طول قط وخ یکت نک ۱ سانش است,: مساحت کل آورا ساب کنیت 

و اگر قاعده‌ی یک منشور قائم. مثلث متساوی الاضلاعی به‌طول ضاع ۸ سانتی‌متر و ارتفاع 
منشور ۱۲ سانتی‌متر باشد. مساحت جانبی و مساحت کل این منشور را پیدا کنید. 


۱۳ 


۴ طول ضلع قاعده‌ی یک منشور قائم شش‌ضاعی منتظم ۰ سانتی‌متر و ارتفاع منشور ۱۸ 
سانتی‌متر است. مساحت ای و مساخت کی آزنرا قیال کلتان» 


۵. جرا ارتفاغ یک منشور مایل کوتاهتر از طول یال جانبی آن است؟ 


۴۶ ال کاز[لیزی, عجم مور استو اه 

یک دسته کارت هم‌اندازه را روی یکدیگر فرار دهید و از پهلو به آن نگاه کنید. یک سطح 
مستطیل شکل ایجاد شده است. اگر این دسته کارت را به‌آرامی فشار دهید و مجددا از پهلو به آن 
نگاه کنید. یک متوازی‌الاضلاع دیده می‌شود. این متوازی‌الاضلاع و مستطیل دارای قاعده‌ها و 
ارتفاع‌های برابر هستند درنتیجه مساحت آن‌ها مساوی است. قاعده‌های متوازیالاضلاع و مستطیل 
شکل ۲۵ بر روی یک خط قرار دارند. هر خطی که به موازات قاعده این دو شکل را قطع کند. در 
آن‌ها طول‌های مساوی ایجاد می‌کند. 


شکل ۲۵ 
دو کل زیر دارای قاعده‌ها و ارتفاع‌های پرابر هستند و هر خطی موازی با قاعده‌ها, در دو 
شکل قطعه‌هایی با طول‌های مساوی به وجود می‌اورد. 


ارتفاع 


قاعده قاعده 
شکل ۲۶ 


نذا 


طق اضل کاوالیری :تین دوشکلی ذارای مساخت‌های برابرافشتد: 


اصل کاوالیری درباره‌ی مساحت‌ها 
فرض کنید فاعده‌های دو کل بر روی یک خط فرار کر فته بانستد. اکر هر 
خطی موازی قاعده‌های دو شکل در آن‌ها قطعه‌هایی با طول‌های مساوی ایجاد کند. 


کتاب‌های هندسه‌ی خود و دوستانتان را طوری روی هم قرار دهید که مانند شکل ۲۷ یک 
منشور مستطیلی مایل ایجاد شود. کتاب‌ها را از کنار به‌آرامی با دست فشار دهید تا به‌صورت قائم 
روی یکدیگر قرار گیرند. با این کار. مساحت کتاب‌ها و ارتفاع منشور تغییر نمی‌کند ولی یک منشور 
مستطیلی قانم به دست می‌آید. 


شکل ۲۷ 


اگر حجم منشور مایل را برابر مجموع حجم‌های این کتابهای هم‌اندازه بگيريم. نباید با فشاردادن 
کتاب‌ها و تبدیل منشور مایل به قائم. حجم آن تغییر کند. همجنین مساحت هرکدام از کتاب‌های فوق 
< حجم منشور مستطیلی مایل 
- ۳۷ 
فضایی مانند آنجه برای مساحت‌های دو شکل مسطح بیان کردیم می‌پردازيم. اما قبل از آن؛ نیازمند 
تعریف زیر هستیم : 


۱۴ 


عصام۷ -۳ ۱۲۰-۵ تهنله0۵۲7 -۱ 


سطح مقطع یک شکل فضایی, شکلی است که از برخورد آن با یک صفحه 
حاصل می‌شود. 


۱ 
ور نع قفع 
ک ۳ 


اگر قاعده‌های دو منشور در یک صفحه قرار گرفته و مساحت سطح مقطع‌هایی که از برخورد 
هر صفحه‌ای موازی با این صفحه حاصل می‌شوند برابرباشند. آنگاه نتیجه می‌گيریم که حجم‌های این 


کلیتری ببان, کرق: 


اصل کاوالیری درباره‌ی حجم‌ها 

دو شکل فضایی و صفحه‌ای که قاعده‌های دو شکل در آن قرار گرفته باشند را 
در نظ بچیر دم اگر هر صفحه‌ای موازی با این صفحه که یکی از اين دو شکل را قطع 
با حجم‌های این دو شکل فضایی ترا هسنند . 


برابر خواهند بود. 


حجم منشور برابر با حاصل ضرب مساحت قاعده در ارتفاع آن است. 


. 


مثال ۵: در شکل صفحه‌ی‌قبل مساحت‌های مربع و مثلث که قاعده‌های دو منشور را تشکیل 
می‌دهند. همجنین ارتفاع دو منشور برابر هستند. هر صفحه‌ای موازی با صفحه‌ی ۳ یک منشور را 
در مربع و منشور دیگر را در یک مثلث قطع می‌کند که باز دارای مساحت‌های برابر هستند. پس بنابر 
اصل کاوالیری. حجم‌های این دو منشور برابرند. یکی از این منشورها یک مکعب مستطیل است و 
حجم آن برابر با حاصل ضرب مساحت قاعده در ارتفاع است. پس حجم منشور دیگر نیز برابر با 
حاصل‌ضرب مساحت قاعده در ارتفاع آن می‌باشد. درنتیجه, اگر 9 ارتفاع و 5 مساحت قاعده‌ی هر 
منشوری باشد, حجم آن از رابطه‌ی زیر ب‌دست می‌آید : 

۲۷ < 0 


فعالیت ۵-۴ 


در شکل ۲۸ استوانه‌ی قائمی که شعاع دایره‌ی قاعده‌ی آن و ارتفاع آن «1 است و یک منشور 
چهارضلعی قائم به همان ارتفاع رسم شده است . 


شکل ۲۸ 


۱ اگر مساحت قاعده‌های استوانه و منشور شکل ۲۸ برابر باشند. اندازه‌ی طول ضلع مربع 
یعنی ۸ را بر حسب ۲ به‌دست آورید. 

1 با مقداری که برای ۵ در قسمت ۱ به‌دست آورده‌اید. حجم منشور را تخینات: کی 

۳ با توجه به اصل کاوالیری. حجم استوانه‌ی قائم را بهدست آورید. 

۴ ایا حجم استوانه‌ی مایل نیز مانند حجم استوانه‌ی قائم به‌دست می‌اید؟ توضیح دهید. 


۱۶3 


سا 

۱ با استفاده از اصل کاوالیری نشان دهید دو مثلث با قاعده‌ها و ارتفاع‌های برابره مساحت 
برابر دارند (از قانون مساحت مثلث استفاده نکنید). 

(راهنمایی: از تشابه مثلث‌ها استفاده کنید.) 

۲ در شکل زیر, قاعده‌های یک منشور سه‌ضلعی قائم (۸) و یک منشور ثش‌ضلعی مایل 
(3) در یک صفحه قرار گرفته‌اند. ارتفاع هر دو منشور ۷ سانتی‌متر است. 


الف) اگر مساحت قاعده‌ی منشور ۰۸ ۱۰ سانتی‌متر مربع باشد. حجم آن جقدر است؟ 

فرض کنید هر صفحه‌ای موازی با قاعده‌های این دو منشور, سطح مقطع‌هایی با مساحت برابر 
ات 

ب) حجم منشور 8 را بهدست آورید. 

۳. طول هر یال منشور قائم شکل روبه‌رو ۴ سانتی‌متر است. 


الف) مساحت هرکدام از وجه‌ها و قاعده‌ها را حساب کنید. 

ب) ارتفاع منشور جقدر است؟ 

پ) حجم منشور را بهدست آورید. 

۳1 دو استوانه‌ی قائم یکی به شعاع قاعده‌ی ۲ سانتی‌متر و ارتفاع ۱ سانش فش و فیکرق به 
شعاع قاعده‌ی ۱ سانتی‌متر و ارتفاع ۲ تاش مقر ان نظر یک یف 

الف) مساحت‌های جانبی اين دو استوانه را محاسبه و با هم مقایسه کنید. 

ب) حجم‌های این دو استوانه را پیدا کرده با هم مقایسه کنید. 


۱" 


۵. در شکل روبه‌رو طول ضلع مکعب مستطیل ۰ سانتی‌متر و 
ارتفاع ان ۱۶ سانتی‌متر است. 

الف) مساحت کل و حجم استوانه را به‌دست اورید. 

ب) حجم ناحیه‌ی بین استوانه و مکعب مستطیل چقدر است؟ 


۶ دو استوانه‌ی قائم که مرکز قاعده‌های آن‌ها یکی است؛ 
را در نظر بگیرید. با توجه به اندازه‌های روی شکل : 

النتا) تسبت‌سساحت‌سالس افتوات تن کت بد. < 
مساحت‌جانبی استوانه‌ی کوحکتر را بیابید. 

ب) نسبت حجم استوانه‌ی بزرگتر به حجم استوانه‌ی 
کوحکتر حقدر است؟ 

پ) حجم فضای بین این دو استوانه را پیدا کنید. 


درباره‌ی اثر معروف رنه ماگریت با عنوان گردش‌گاه اقلیدوسی فکر کنید. در آن جه می‌بینید؟ 


۱۸1 


۵۳ - هرم و مخروط 

یکی از بزرگترین شکل‌های فضایی ساخت دست بشر. اهرام مصر است که پیش از چهارهزار 
سال او ععر ان می‌گذرد و تنها مورد از «عجایب هفتگانه» است که هنوز پا برجا می‌باشد. هرکدام از 
این هرم‌ها, ارتفاعی به اندازه‌ی یک ساختمان هل طبقه دارد و بر روی هم با بیش از دو میلیون قطعه 
سنگ که وزن هرکدام بين ۲ تا ۱۵۰ تن است ساخته شده‌اند. 


اگرجه مصریان باستان هرم‌هایی ساختند که قاعده‌ی آن‌ها به کل مربع بود. ولی جندضلعی‌های 
دیگر نیز می‌توانند قاعده‌ی یک هرم باشند. 


هرم مثلثی هرم پنج ضلعی هرم مربعی 


او( .۱ 


۲٩ شکل‎ 


وجهی از هرم که رأس و در آن قرار ندارد قاعده‌ی هرم و وجه‌های دیگر وجه‌های جانبی 
نأمیده می‌شوند . وجه‌های جانبی همواره به شسکل مثلث هستند. (حرا؟) 


کف 


قاعده‌های هرم‌های معروف مصر, جهارضلعی‌های منتظم (مربعی شکل) هستند. 


توجه: مرکز جند ضلعی منتظم. مرکز دایره‌ای است که از رآس‌های این جند ضلعی می‌گذرد. 


۱۳۰ 


فعالیت ۶-۴ 


۳ ارتفاع مثلت‌ها در شکل۳۰ جقدر باشد تا هرم به‌دست آمده ارتفاعی برابر ۲/۵ سانتی‌متر 


داشته باشد؟ 


سکل ۲۰ 


۲ طول بزرگترین ضلع در الگوی زیر جند واحد است؟ 


سه قطعه مقوا مطابق الگوی فوق برش دهید و سه هرم بسازید. هرم‌ها را طوری کنار هم قرار 
دهید تا یک مکعب به‌دست آید. چه نتیجه‌ای درباره‌ی حجم مکعب و هرم‌ها می‌گیرید؟ حجم هرم. 


وا .۱ 


شکل ۳۱ 


این کار مانند آن است که یک مکمب را به سه هرم با حجم‌های مساوی تجزیه" کنیم. قبلاً نیز برای 
محاسبه‌ی مساحت مثلث. یک متوازی‌الاضلاع یا مستطیل را به دو مثلث هم مساحت تجزیه کردیم. 


شکل ۳۲ 


با استفاده از ایده‌ی تجزیه‌ی شکل‌هاء می‌توان حجم هرم را در حالت کلی محاسبه کرد. با 

پذیرفتن این موضوع که دو هرم با سطح قاعده‌ها و ارتفاع‌های مساوی دارای حجم‌های یکسان 

هستند, کافی است که حجم یک هرم با قاعده‌ی مربع را پیدا کنیم زیرا برای هر هرم دیگری می‌توان 

هرمی با قاعده‌ی مربع ساخت که مساحت قاعده و ارتفاع ان با مساحت قاعده و ارتفاع آن هرم برابر 

باشد". برای این منظور مکعب مستطیلی می‌سازیم که قاعده‌ی آن همان قاعده‌ی هرم فوق و ارتفاع آن 
ممنالو6۵0۲(20] -۱ 


۳ اگر مساحت قاعده‌ی هرم اولیه 5 بائد کافی است هرمی با قاعده‌ی مربع به طول ضلع 1/5 بسازیم. 


۱۳ 


نیز با ارتفاع هرم برابر باشد. این مکعب مستطیل را به سه هرم تجزیه می‌کنیم ( شکل ۲۳). 


شکل ۳۳ 


مساوی مجموع حجم این سه هرم است. بنابراین؛ 


)5 <( 


| 


که 5 مساحت قاعده‌ی هرم و 9 ارتفاع آن است. 


حجم هرمی به مساحت قاعده‌ی 5 و ارتفاع 1 برابر است با 
ظ*<5 ِ 
۳ 


همان‌طور که با زیاد کردن تعداد ضلع‌های قاعده‌ی یک منشور که جندضلعی منتظم بود شکل 
قاعده به دایره نزدیک و نزدیک‌تر شد و به این 
ترتیب استوانه را هدست آوردیم؛ با انجام همین 
عمل در مورد هرمهای منتظم نیز یک شکل 
به اطراف خود بیندازید. اشیای مخروطی شکل 
بسیاری می‌پینید . 


بستنی قیفی 


۱- اثبات این مطلب خارج از برنامه‌ی این درس است. 


رآس, قاعده و ارتفاع یک مخروط مانند هرم تعریف می‌شوند. پاره‌خطی که رأس مخروط را 
به مرکز دایره‌ی قاعده وصل می‌کند. محور مخروط نام دارد. اگر محور بر فاعده عمود باشد؛ مخروط» 
قائم و در غیر این صورت مایل نامیده می‌شود (شسکل ۳۴). 


محور محور 
شکل ۲۴ 
حجم یک مخروط را می‌توان با حجم یک هرم با قاعده‌ی جند ضلعی منتظم تقریب زد : 
۱ ۲ ۱ 
ارتفاع (فستاخت قاعده) 2 آحجم مخروط 


هر اندازه تعداد ضاع‌های این جند ضلعی بیشتر گردد. مساحت قاعده‌ی هرم به مساحت 
قاعده‌ی مخروط نزدیکتر می‌شود و درنتیجه, حجم هرم به حجم مخروط تک ه ک 3 بنابراین. 


حجم یک مخروط با شعاع قاعده‌ی ۲ و ارتفاع 1 برابر است با 


۷ 
۱۳ 


۱- عمدا از آوردن تعریف دقیق ریاضی پرهیز کرده‌ایم. 


۳ 


مسائل 
ام ساعت یی که وان پاستان پراش انقازه گیرق ان از اچ 


استفاده می کردند. از دو مخروط یکسان که درون یک استوانه‌ی قانم 03539 "۳ 


قرار داشتند ساخته شده بود. فرض کنید ارتفاع استوانه ۲۲ سانتی‌متر 
و شعاع قاعده‌ی آن ۴ سانتی‌متر است. 
الف) حجم ناحیه‌ی سایه زده شده در شکل را پیدا کنید. 


ب) حجم ناحیه‌ی محصور بین دو مخروط و استوانه را محاسبه 


۳۰ 


۲. شعاع قاعده‌ی یک مخروط ۵ و ارتفاع آن 0 است. را 
هرکدام از موارد زیر عبارتی برحسب ۵ و 9 پیدا کنید : 
الف) حجم مخروط ؛ 
) حجم مخروطی با همین شعاع قاعده اما ارتفاع دو برابر؛ 
پ ) حجم مخروطی با همین ارتفاع اما نسعاع قاعده‌ی دو برابر ؛ 
ت ) حجم مخروطی با ارتفاع و برابر و شعاع قاعده‌ی دو برابر. 
۲ حجم مخروط جه تغییری می‌کند اگر : 
الف) ارتفاع آن دو برابر شود اما شعاع قاعده تغییر نکند ؛ 


بت 


ب ) شعاع قاعده دو برابر شود. ولی ارتفاع تغییر نکند. 
۴ حجم هرم مربعی منتظم در شکل مقابل را با توجه به داده‌های زیر 


به‌دست ۳ 


الفت) 6 2۱ ر 21۵ ۲ ؛ 1 
ب) ۶۵۵<ظ , ۶۵۵۲ < ۳ ؛ ۳ 


پ )22۱0۳0 , ۳۵۲ /۱< ظ 

۵ یک جهاروجهی را که همه‌ی وجه‌های آن مثلث متساوی الاضلاع به طول ضلع ۸ می‌باشد 
درنظر بگیرید», حجم آن‌را بر حسب ۵ به‌دست آورید. اگر ۴/۵۵۳ <۵ حجم جهاروجهی حقدر 
می‌شود؟ (در این جهاروجهی ارتفاع از محل تقاطع نیمسازهای وجه مقابل می‌گذرد.) 


۱ ۵ 


ات کر: 

تجربه‌یسال‌های کودکی نما که توب سرخ و سفید و آبی را محکم ب زمینمی‌زدید اه هو 
رتش زا با تافیاهانا کید ترست خری رای عاونا برفب بشما مین خالن برد 
و جون سطح آن کاملا گرد بود. روی زمين آرام و قرار نداشت و می‌غلتید و شما را به دنبال خودش 
می‌کشانید! اگر به اطراف خود نگاه کنید. جسم‌های کروی (کره‌ای شکل) زیادی را می‌بینید. توپ 
بسکتبال و توپ تنیس روی میز به شکل کره هستند و توپ فوتبال خیلی شبیه کره است. 


کر ۱ 
فاصله باشند. این فاصله‌ی ثابت شعاع کره نامیده می‌شود. 


۳۶3 


فعالیت ۷-۴ 


۱ یک کیک به شکل نیمکره را درنظر بگیرید که شعاع آن یک واحد باشد. کیک را از قسمت 
مسطح آن روی یک سینی بگذارید ( شکل ۳۵ ). 


شکل ۳۵ 


اگر کیک را موازی با سینی و در ارتفاع‌های متفاوت ببرید. قطعه‌هایی با سطح مقطع‌های 
متفاوت به‌دست می‌اورید.برای مثال. سطح مقطع برشی از کیک را در ارتفاع ۱2۰/۸ به‌دست 
می‌آوريم. برای این کار. با استفاده از قضیه‌ی فیئاغورس, شعاع سطح مقطع را از مثلث قائمالزاویه‌ی 
0 محاسبه می‌کنیم : 
0۳۲-0۲7 - 0/۳۲ 
حون ۸ و 2۱ شعاع نیمکره- 0۳ 


(۰/۸)- ۱۳- 0/۳۲ 
۱-۴ 
۰-۳۶ 
و جون شعاع سطح مقطع همان 0۳ است. پس مساحت سطح مقطع (۸) برابر است با : 
۲۲ - ۸ 
۶ - 
درنتیحه : 
2-2۴ ۸ 
الف ) مساحت بُرثمی از کیک ( سطح مقطم نیمکره) را در ارتفاع ۶ به‌دست آورید. 
ب ) شعاع برشی از کیک را در ارتفاع ۴ 2 بیدا کنیك: 
بو 


پ ) فرمولی برای پیدا کردن مساحت برشی از کیک (۸) برحسب « په‌دست آورید. 

۲ تون کیک ند شکل استوانه کیک فیمت: روط شکل ازتواخل ان پرواشتهشده 
است درنظر بگیرید. به طوری که سطح قاعده و ارتفاع این کیک برابر سطح قاعده و ارتفاع کیک 
نیمکره‌ای شکل باشد. 


شکل ۳۶ 

۳. قسمت‌های (الف) تا (پ) را برای کیک فوق انجام دهید. 

۴ با مقایسه‌ی مساحت برش‌های مختلف (سطح مقطع ها) در دو کیک, جه نظری در مورد 
حجم نیمکره دارید؟ اصل کاوالیری را به یاد بیاورید! 

می‌غراف با انتهاهه ار اضل کارالزین سم تییکره رانا مت اتراهاي کذیک مخررط 
از ان خارج شده اسبت مقاسةه کنیم. 

برای این کار. یک نیمکره با شعاع 15 و یک استوانه با شعاع *1 و ارتفاع *1 در نظر بگیرید که 
مخروطی با همان ارتفاع و همان شعاع از داخل آن برداشته شده است. این دو جسم فضایی را برروی 
یک صفحه قرار می‌دهیم و آن‌ها را در ارتفاع 4. (1 کوتاهتر از 1 است) به وسیله‌ی یک صفحه‌ی 
موازی با این صفحه قطع کرده. آنگاه سطح مقطم‌های آن‌ها را با هم مقایسه می‌کنيم. 


۱۳۸ 


سطح مقطع قائم شکل ۲۷ را دوباره رسم می‌کنيم. 


لب‌ی مخروط 


با توجه به اين که شعاع قاعده و ارتفاع استوانه و مخروط برابر هستند. مثلث »0۸ 
متساوی‌الساقین است و جون زاویه‌ی ۸ قائمه است. زاویه‌های ) و 0 هردو "۴۵ هستند. هم‌جنین 
در مثلث 018 نیز "۵-۴۵ و 13-٩۰"‏ درنتیجه "۴۵ ۰۳ پس مثلث 01317 متساوی‌الساقین 
است. یعنی؛ 

ظ < ۳۳۲ 

از طرفی 4 - 01 . بنابراین : 

۳۳ - 0 

حال اگر سطح مقطم شکل ۲۷ را در نظر بگیرید. یک حلقه به‌دست می‌آید که شعاع دایره‌ی 
بزرگتره 15 و شعاع دایره‌ی کوجکتر 4 است. 

و 

)۱ 7-0۳ - مساحت قسمت هاشورخورده 


همجنین سطح مقطع نیمکره یک قرص است. 


[ 


برای پیدا کردن شعاع این قرص, به برش قائم آن نگاه می‌کنیم. 


جون مثلت 0073 قانم‌الزاویه است (دلیل آن را توضیح دهید). 


پس بنابر قضیه‌ی فیثاغورس 


1-0۳ - ۲ 
7 < ساحت قرص 
(0- 70۳ - 
)۲( 0۳ - 7 - 


جون (۱) و (۲) یعنی مساحت سطح مقطع‌های شکل ۲۷ با هم برابرند درنتیجه طبق اصل 
کاوالیری. حجم‌های آن‌ها نیز با هم مساوی هستند یعنی حجم نیمکره با حجم استوانه‌ای که یک 
مخروط هم قاعده و هم ارتفاع از آن خارج شده باشد برابر است. پس 
۳( حجم مخروط - حجم استوانه - حجم نیمکره 
جون شعاع استوانه 15 و ارتفاع آن نیز 1۶ است درنتیجه : 
ارتفاع ‏ مساحت قاعده < حجم استوانه 
۴ - 
3 ۳ - 
همجنین حجم مخروطی با شعاع قاعده‌ی *1 و ارتفاع 15 برابر است با : 
ارتفاع > مساحت قاعده ِ- مت تتررط 


۱ 
- ۶ 
۳ 


)۵( نت ح 


حجم کره دو برابر حجم نیمکره است» درنتیجه : 


حجم کره‌ای به شعاع 15 برابر است با : 
۳ ۳ 


کر ۳ 
۰ ۱ ی 


حجم تقریبی کره را می‌توانیم به طریق دیگری به‌دست آوریم. برای این کار» کره را به تعداد 
زیادی شبه هرم تقسیم می‌کنیم. یعنی تصور کنید که سطح کره با تعداد 
زین تفای خیان کوک پوشانهه فد ایت: البه راد 
توجه داشته باسیم که این جندضلعی‌ها واقعی نیستند زیرا روی کره 
هیچ پاره‌خط راستی نمی‌تواند قرار بگیرد.هرکدام از این شبه 
چندضاعی‌ها قسمت‌هایی از سطح کره هستند. پس مسطح نمی‌باشند. 

تصورکنید که نقاط روی ضلع‌های این شبه چندضامی‌ها راب 
مرکز کره وصل کرده‌ايم به‌طوری که این شبه جندضاعی‌ها. قاعده‌های 
شعاع کره یعنی *1 است. 


۱ ۴ 
۳ 


فلا . 


2 ۱ ۳ ۳ _ 


مجموع حجم این شبه‌هرم‌ها تقریب خوبی برای حجم کره می‌بائدد. اگر سطح قاعده‌ی هر شبه‌هرم را 
به ترئیب 0 بنامیم, سس 


۱ ۱ ۱ ۳ ۱ حِ # 
رک +..+ 108 + رکب < مجموع حجم شبه‌هرم‌ها< حجم تقریبی کره 


۱ 
٩۱ +...+ 5,(‏ + ,18)8- < حجم نقریبی کره 


از طرفی. مجموع مساحت‌های قاعده‌های شبه‌هرم‌ها برابر مساحت سطح کره ات که ار با 
5 نمايش می‌دهیم . درنتیجه : 


۳ 1 


باید توجه داشته باشیم که هرجقدر تعداد شبه‌هرم‌ها بیشتر و بیشتر شود. حجم تقریبی کره به 


۲ نم ۴ ۳7 
مقدار واقعی آن یعنی تفت تفیکدو ار دیکن وم دوه بناپراین» 


۳ < 15 
۳ 
و از آنجا 
٩ - ۲‏ 
۵ ۳ مسالحت کرد 


۱- تنها قسمت ادقیق این استدلال. مساوی قراردادن مقدار حجم تقریبی با حجم واقعی بود. برای دقیق‌نمودن این 
استدلال, نیاز به ابزاری داریم که بالاتر از سطح این درس است. 


وف 


مسائل 

1 دو کره به ترتیب دارای شعاع‌های ۱ و ۲ سانتی‌متر هستند. 

الف) مساحت هرکدام از ان‌ها را پیدا کنید. 

ب ) حجم هر یک را به‌دست آورید. 

پ ) اگر شعاع یک کره دو برابر شود. مساحت آن جه تغییری می کند؟ 

ت ) اگر شعاع یک کره دو برابر شود. حجم آن چه تغییری می‌کند؟ 

۹ مشابه سه‌بعدی یک نیمدایره. نیمکره است. چون محیط یک دایره به شعاع 7 پرابر است با 
۲ طول یک نیمدایره ۳( نیشن فرض کنید شعاع نیمکره ۲ باشد. برای هرکدام از 
موارد زیر فرمولی به‌دست اورید : 

الف) حجم نیمکره ؛ 

ب ) مساحت رویه‌ی نیمکره ؛ 

پ) مساحت کل نیمکره, یعنی مجموع مساحت‌های رویه‌ی نیمکره و سطح دایره‌ای مسطح آن. 

۲ زمین نقریباً شکل یک کره است. شعاع زمین ۶۴۰۰ کیلومتر است. 

الف) مساحت سطح زمین را حساب کنید. 

ب ) حجم زمین را حساب کنید. 

۴. مساحت سطح یک کره ۳۶ سانتی‌متر مریم است. 

الف) شعاع این کره را به‌دست اورید. 

ب ) حجم کره را محاسبه کنید. 
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